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要 求 。 

本 书 的 编写 得 到 了 数学 系 领导 的 大 力 支持 。 由 于 时 间 仓 促 ，, 书 
中 一 定 存 在 不 少 问题 , 笋 请 读者 批评 指出 。 


编 者 
1998 年 12 月 


日 采 


第 一 篇 。” 复 分 析 〈(40 学 时 ) 


下 


引 


第 一 章 复数 与 复 变 函数 ….….….… sro soon sos 


31 复数 。 


3 2 复 平面 上 的 点 集 及 区 域 ， 


Y 3 复 变 函 数 及 其 极限 与 连续 性 。 


》1 解析 函数 概念 ， 


3 2 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 方 程 ，…………………… 
8$ 3 导数 的 几何 意义 及 保 形 变换 概念 .…………………… 


》4 初等 解析 晒 数 


第 三 章 ” 复 变 函数 的 积分 ppp 


第 四 章 “解析 函数 的 级 数 ……: 


$1 复 函 数 项 级 数 ，…………. 
8$ 2 和 窟 级 数 


$2 留 数理 论 在 定 积 分 计算 上 的 应 用 .………………… 
8$3 幅 角 原理 及 其 应 用 pp ee 


$ 1 解析 开拓 的 概念 与 方法 ee 
$ 2 多 值 函 数 的 黎 曼 曲面 pe 


第 二 篇 ” 实 分 析 (54 学 时 ) 


$1 集合 及 其 运算 ee 
$ 2 映射 ， 集 的 对 等 。 可 列 集 ee 
$4 数 直 线 RR 中 的 点 集 pp 
4.1 一 维 开 集 , 闭 集 及 其 性 质 PP 
4. 2 民 中 开 集 的 构造 eveseeseors snes sos 
4. 3 康 托 集 . 怕 pp 


$1 尺 中 点 集 的 外 测度 .内 测度 .pe 
$2 勤 贝 格 可 测 集 及 其 性质 pe 
$3 惑 幢 格 可 测 集 类 ee 


C71) 
《87 ) 


《87 ) 
《95 ) 
《107 ) 


(113) 


(113) 
(120) 


(124) 


(124) 
(128) 
(132) 
(132) 
(136) 
(138) 
(138) 
(141) 
(143) 


(146) 


(146) 
(151) 
(159) 


3.1 开 集 . 闭 集 的 可 测 性 ee 
3. 2 波 雷 尔 焦 站 pe 
“3.3 基 贝 格 不 可 测 集 ， 和 pe 


第 九 章 ”可 测 函数 和 ee 


$ 1 可 测 函 数 及 其 基本 性 质 .ppp 
1.1 可 测 函 数 的 定义 
1.2 可 测 函 数 的 基本 性 质 .…pNpppp eosonoo。 
$ 2? 可 测 函 数列 的 收 和 伊 性 pp 
2.1 近 一 致 收 伍 和 时 果 洛 夫 定 理 ……………………: 
2.2 测度 收 伍 和 黎 斯 定理 pp 
$ 3 可 测 函数 的 结构 (重金 定理 〗 pe ee 


第 十 章 勒 贝 格 积 分 …………: sos eeesaseeeeeseaeeeeeaeeeeeeeees 


S1 勤 贝 格 积分 的 定义 和 性 质 pe ee 
1.1 勤 贝 格 积分 的 定义 pe 
1.2 勒 贝 格 积分 的 性 质 … 

3 2 ”积分 序列 的 极限 定理 ， “+ 
2.1 勒 维 定理 ,法 杜 定理 和 控制 收敛 定理 …… 
2.2 极限 定理 的 应 用 … .vv 
3.1 单调 函数 和 固 变 函数 … 


* §4 抽象 测度 与 积分 富 比 尼 定 理 
4.1 ca 代数 上 的 测度 及 其 初等 性 质 .………… 
4.2 外 测度 和 勤 贝 格 测度 ve 
4.3 ”可 测 函 数 与 p 积分 Ce 
4.4 ”乘积 测度 和 富 比 尼 定 理 … eenooos。 


(159) 
(161) 


… (162) 


(165) 


(165) 
(165) 
(168) 
(171) 
(172) 
(174) 
(178) 


(182) 


(182) 
(182) 


(186) 
… (198) 


(199) 


» (204) 
… 《208 ) 
… (209) 


3.2 ”绝对 连续 函数 和 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 …… : 
ee (220) 


(213) 


(220) 
(224) 


… (229) 


(231) 


第 十 一 章 
$1 


8 3 


4 


$ 5 


第 三 篇 泛 函 分 析 (66 学 时 ) 


趾 离 空间 . 赋 范 线性 空间 .pp ee ee 


距离 空间 ， 


1.1 距离 空间 的 定义 和 实例 … 


1.2 距离 空间 的 点 集 和 映射 … 


2.2 赋 范 线性 空间 … 


2.3 空间 Lf[a,6](1 寺 Po0) 和 L”[a,6] 
2.4 空间 IP<Zo0) 和 1 pp 

ae . (277) 
(278) 
* (281) 


紧 性 … 
3.1 列 紧 集 与 全 有 界 集 … 
3.2 紧 集 … 


3.3 具体 空间 中 集合 列 紧 性 的 判别 法 … 


3.4 紧 集 上 的 连续 映射 … 


4.2 压缩 映射 原理 的 应 用 … 


“4. 3 目标 集 上 的 不 动 点 定理 .…。 


内 积 空间 。 


5.2 直 交 和 直 交 分 解 定理 … 


5.3 内 积 空 间 中 的 标准 直 交 系 ……pppee 


* (240) 


. (240) 

. (240) 
‘2 (947) 

1.3 稠密 性 和 可 分 性 pe 

喘 范 线性 空间 ee 

… (259) 

(261) 


(252) 
(254) 
(258) 


(265) 
(273) 


* (283) 


. (286) 
3.5 有限 维 屿 范 线性 空间 ,pe ee 
压缩 映射 原理 及 其 应 用 .pp 
4.1 Banach 不 动 点 定理 pe 
(298) 
- (305) 
ne ETTEITETTTETETTET (306) 
5.1 内 积 空 间 的 定义 及 其 性 质 .pe 
(312) 
(317) 


(287) 
(293) 
(294) 


(307) 


第 十 二 章 
§1 


9 2 


33 


S34 
8 5 


有 界线 性 算 子 ， 


1.1 线性 算 子 的 有 界 性 和 连续 性 … en 
ss (336) 

* (340) 
* (340) 
* (348) 
“ooo (356) 

Banach 逆 算 子 定理 ， 闭 图 象 定理 ， 共鸣 定理 


1.2 线性 算 子 空间 … 
Hahn-Banach 延 拓 和 定理 . 
2.1 Hahn-Banach 定理 … 


2.2 某 些 具体 空间 上 的 有 界线 性 泛 本 … 


2.3 共 叔 空间 。 共 恩 算 子 … 


3. 1 六 算 子 和 Banach 洲 算 子 定理 和 
3.2 闭 线性 算 子 和 闭 图 象 定 理 … 


全 连续 算 子 及 其 初等 性 质 


5.2 共 因 算 子 及 其 简单 性 质 … 


5.3 有 界 自 伴 算 子 ， 和子 和 投影 和 ee 
和 (406) 


5.4 ”等 距 算 子 和 西 算 子 … 


参考 书目 …… 


(329) 


* (329) 


(329) 


+ (362) 
(362) 
是 (369) 

3. 3 夫 鸣 定理 及 其 应 用 .eeeeeceec eee 
3.4” 习 收 全 吏 er. 
和 (386) 

Hilbert 空间 上 的 线性 泛 函 和 线性 算 子 …………… 
5.1 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 …… 


(372) 
(380) 


(391) 
(391) 


* (392) 


(397) 


* (408) 


JI 中 


5| 


复 变 函数 论 这 门 学 科 是 由 于 客观 实际 的 需要 而 产生 和 发 展 起 
来 的 . 到 今天 已 成 为 一 门 内 容 非 常 丰 宣 、 应 用 极为 广泛 的 重要 数 
学 分 文 

在 18 世纪 由 欧 拉 (L，Euler)、 高 斯 (C.F.Gauss) 等 数学 家 正 
式 引 入 了 复数 及 复 变 函数 等 概念 ,建立 了 一 些 基本 定理 . 而 复 变 
函数 的 系统 理论 基础 是 在 19 志 纪 奠定 的 ,主要 由 柯 西 (A. 
Cauchy ) 建 立 了 复 变 晃 数 的 积分 理论 ,维尔 斯 特 拉 斯 
(K. weierstrass ) 建立 了 解析 孙 数 的 级 数理 论 , 以 及 和 歼 蝇 
(B. riemann) 建 立 了 共 形 映射 等 几何 理论 ,并 逐步 将 复 变 函数 的 
理论 与 方法 渗入 到 代数 学 .数论 . 拓 朴 学 .概率 论 .微分 方程 与 积分 
方程 等 其 它 数 学 分 支 . 同时 广泛 应 用 到 热力 学 、 流 体力 学 、 空 气动 
力学 、 电 学、 理论 物理 等 其 它 学科 . 随 着 自然 科学 的 发 展 与 解决 实 
际 问题 的 需要 ,近代 , 复 变 函数 又 开辟 了 一 些 新 的 方 问 ,如 多 元 复 
变 函 数论 .广义 解析 函数 论 . 拟 保 形变 换 、 整 函数 与 亚 纯 函 数 的 值 
分 布 理 论 等 . 本 篇 只 讲述 单 复 变 函数 的 基本 理论 和 有 关 方 法 ,不 
涉及 多 复 变 函数 方面 问题 ,主要 内 容 包 括 单 复 变 函数 的 导数 、 积 
分 级 数 表示 , 留 数理 论 以 及 解析 开拓 等 . 


由 于 复 变 函数 论 中 的 许多 概念 理论 与 方法 是 实 变 函 数 在 复数 
域内 的 推广 与 发 展 ,所 以 ,它们 之 间 有 许多 相似 之 处 ,但 是 也 有 许 
多 不 同 之 点 . 我 们 将 重点 放 在 它们 之 闻 的 差异 上 ,力求 将 内 容 写 
得 简明 扼要 ,减少 学 时 ,希望 读者 在 学 习 这 门 课程 时 既 要 紧 紧 抓 住 
复 变 函数 与 实 变 函数 之 间 的 联系 ,更 要 和 弄 清 它们 间 的 不 同 点 ,要 正 
确 理解 与 牢固 掌握 解析 函数 论 中 的 概念 与 方法 ,并 逐步 提高 自己 
抽象 思维 能 力 与 解决 实际 问题 的 能 力 . 


第 一 章 ”复数 与 复 变 函数 


复 变 函 数 是 实 变 函 数 概念 的 推广 . 本 章 首先 简单 叙述 复数 有 
关内 容 ,然后 引入 平面 上 的 点 集 . 区 域 概念 ,接着 介绍 复 变 函 数 概 
念 , 给 出 复 变 函 数 的 极限 与 连续 的 定义 及 其 性 质 . 


S31 复 数 


1.1 复数 及 其 运算 


我 们 把 复数 集 C 定义 为 所 有 有 序数 对 (z,y) 的 集合 ,其 中 z， 
>》 为 实数 ,复数 (z,y) 常 用 z 表示, 记 作 z=z 十 iy, 其 中 z 称 为 z 的 
实 部 , 记 作 Rez, y 为 z 的 虚 部 , 记 作 Imz. 
两 个 复数 相等 , 当 且 仅 当 它们 的 实 部 和 虚 部 分 别 相 等 . 
复数 的 四 则 运算 定义 如 下 : 设 2Z1 一 ZI 十 1y1， z2 一 2 十 iyzy 则 
21 士 zx? 一 (Zi 十 ze) 十 1(Cy 士 y2)， 
2z1。22 一 (2Z17? 一 yiyz) 十 1Czlyz 十 Za )， 


TT yy | 过 21 一 之 1.2 


之 ? 2 十 3 Xi 二 yz 
不 难 验证 复数 的 四 则 运算 满足 加 法 与 乘法 的 交换 律 、 结 合 律 以 及 
乘法 对 加 法 的 分 配 律 . 


我 们 定义 z 的 共 思 数 为 z= 二 z+ 一 iy, 复数 z 的 模 为 |z|= 
v 丈 王子， 容易 证 得 以 下 性 质 成 立 . _ 
CD |z| ?一 = "= 特别 地 车 < 关 0, 则 过 一 [这 ， 


习 


(3) Z| 十 之 ;二 之 ;十 之,， 


(4) Zi22 = 之 1 . 之 7 ， 


之 1 
-一 ”9 


(5) | 三 


之 2 '|= 之 2 


(6) jz| 王 |z| ， 
(7 ) |ziz2 | = |z1 | [zz | 9 
之 1 _ lz1| 


|z, | l 
1.2 复数 的 表示 法 


从 复数 的 定义 可 见 , 对 任意 一 个 复数 z= 二 zx 十 iy 都 可 以 和 平面 
上 的 点 (zx,y) 一 一 对 应 ,其 中 之 为 该 氮 的 横 坐 标 ， ? 为 该 点 的 维 坐 
标 , 这 样 用 点 来 代表 复数 的 平面 称 为 复 平 ， 
面 . 


提 丢 人 计生 所 全 人 点 在 3F-------- 泡 
向 量 与 四 正 向 的 夹 角 5 称 为 = 的 辐 角 ， O z 
记 作 Argz 二 0( 图 1.1), 这 时 有 tg (Argz) 图 1.1 

一 学 . 根据 图 1. 1 ,我 们 有 不 等 式 


| 委 lzl|，ly 委 jzl，lzl 委 |zl 十 |y|. 


Argz 有 无 穷 多 个 值 , 其 中 每 两 个 值 相差 2r 的 整数 倍 . 
当 一 r<argz 委 r, 称 argz 为 z 的 主 幅 角 
Argz 一 argz 十 2&r, 有 R 一 0, 十 1, 士 2，… 
当 z 二 0 时 ,|z|==0 而 幅 角 不 确定 . 
当 argz (z 关 0) 表 示 > 的 主 幅 角 时 , 它 与 Arctg 闻 的 主 什 


actg 之 有 如 下 关系 : 
arctg 二 ， 当 * 在 第 一 象限 时 


arctg 二 十 r， 当 > 在 第 二 象限 - 
argz 一 其 中 一 了 <arctg < 
arctg 一 一 r， 当 > 在 第 三 象限 


arctg 二 ” 当 z 在 第 四 象限 
根据 复数 的 运算 法 则 可 知 ,两 个 复数 的 加 减 运算 和 相应 向 量 
的 加 减法 运算 一 致 


图 1.2 
注意 |zs 一 zi | 就 是 zi 与 z; 之 间 的 距离 ,因此 有 

[zi 二 zi| 三 |zi| 十 [zs|， 

[za 一 > 之 | zi| 一 |z:| | 
利用 直角 坐标 与 极 坐 标的 关系 :X= 二 rcos0，y 二 rsin0. 
还 可 得 到 z 的 三 角 表 示 :z= 二 rcos0 十 isin0) 
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以 及 z 的 指数 表示 :z= 二 re"， 
1.3 复数 的 乘 究 与 方 根 


设 zi 二 ri(cos0i 十 isin01)， zs 一 7;《cos9, 十 isin9,) 则 
Zi2» —rir, (COSO 十 ising0 )(cosl 十 1sing,) 
=rirs| (cosO'icosl, 一 singising0，) 
十 isingicosb 十 singcosO ) | 
一 /7 cos(O + 6,) + isin 0, 十 和 ) |. 
由 上 式 可 得 |zizz| 一 |z | |z;|，Arg(zizz) 二 Argzi 十 Argz;s, 一 般 
地 , 令 zi 二 ri(cos0Gi 十 isin) (一 1,2,…2) 风 有 
&122 2x = rrr Lcos (0 二 0, 十 … 十 0,) 
十 isin(2 十 0 十 … 十 0,)]. 
特别 当 z; 一 zz 一 …… 一 zz, 一 zx 一 r(cosb 十 ising) 时 ,有 
zx4 一 7?(cosz0 十 isinz0) (z 尖 0)， 
当 zx 的 模 r 二 1, 即 得 棣 莫 佛 (De Moivse) 公 式 : 
(cos6 十 isin0)” = cos70 十 isinnbd. 
下 面 我 们 来 求 方程 "二 a 的 根 ,其 中 4 为 已 知 复数 ,mn 之 2, 设 z 二 
r(cosb 十 isin0) ,a 二 |a| 《cosa 十 isina) ,根据 棣 莫 佛 公式 有 
z” = r"(cosnb 十 isinz0) = |al|(cosa 十 isina), 


于 是 "= 二 Ja|， cosn0 二 cosa， sinn9 二 sina 


由 此 得 r=|al”, 9— 2 (k=0, 士 1， 士 2， …) . 
所 以 z= 一 Ya 一 Ya cos 和 2 二 isin | 


当 k=0,]1,2,°"* ,nl1 时 ,得 到 好 个 相 异 的 根 


zo = Yallcos < 十 isin | , 
n n 
z= Yl|al cos isin 和 


呈 昌 昌吉 由 本 


< 一 1 一 


， 4a 十 2(0 一 1)T .. a 2 CO lx 
v lal C0sS + isin 。 


n ! 

当 以 其 它 整数 值 代 入 时 ,这 些 根 又 重复 出 现 , 所 以 a 的 次 方 根 
Y a 只 有 nn 个 不 同 的 复数 ,从 几何 意义 来 看 , Y a 的 个 值 可 用 一 
个 内 接 于 以 原点 为 中 心 V1a| 为 半径 的 圆 的 正 x 边 形 的 x 个 顶点 
来 表示 . 


1.4 扩充 复 平 面 


在 全 部 复数 中 不 存在 这 样 一 个 数 , 它 是 一 个 复数 被 零 所 除 的 
商 , 在 复 分 析 中 我 们 亦 常常 涉及 到 一 些 函 数 , 当 自 变量 趋 于 给 定点 
时 ,它们 趋 于 无 穷 ,因此 有 必要 将 复数 系统 加 以 扩充 引入 一 个 数 
co ,叫做 无 穷 大 ,在 复 平 面 上 没有 一 点 和 co 相对 应 ,但 我 们 可 设想 
平面 上 有 一 个 理想 点 和 它 相 对 应 ,这 个 理想 点 称 它 为 无 穷 远 点 ,这 
样 我 们 就 引进 了 扩充 复 平面 C= 二 CU {co}. 为 了 给 出 C- 的 直观 
图 象 , 黎 曼 〈(B. Riemann) 引 入 了 复数 球面 表示 法 . 


图 1.3 


以 复 平 面 的 原点 为 球 心 作 半 径 为 1 的 球 :S= 二 {(x,y,z)E€ 
RI/z? 十 y 十 z? 二 1), 取 定 球 面 上 一 点 NW(0,0,1)， 即 N 是 球面 $ 
上 的 北极 , 设 A(zx,y,0) 是 复 平面 上 任 一 点 , 作 连 接 NN 与 4 的 直 
线 , 这 直线 与 球面 交点 为 4' ,那么 4' 称 为 4 在 球面 上 的 球 极 射 
影 ,这样 每 一 复数 > 对 应 于 球面 上 不 是 入 的 唯一 的 点 , 若 |z| 二 1， 
则 此 对 应 点 在 下 半球 面 上 , 吞 |1|z|1, 对 应 点 在 上 半球 面 上 , 阁 |z| 
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二 1, 则 对 应 点 为 本 身 , 反 之 球面 上 除去 入 以 外 的 每 一 点 对 应 于 唯 
一 复数 , 疮 一 点 z 的 模 愈 大 , 则 它 的 球 极 射 影 就 愈 接 近 于 球 极 入 ， 
于 是 约定 球面 上 的 点 入 对 应 于 复 平 面 上 的 无 穷 远 点 . 因此 全 部 
复数 (构成 扩充 复 平面 ) 可 以 用 这 个 球面 上 的 点 来 表示 ,这 样 规定 
的 球面 叫 Riemann 球面 ,而 这 样 的 变换 叫做 球 极 平面 射影 . 


3 2 复 平 面 上 的 点 集 及 区 域 


今后 我 们 所 研究 的 变量 都 是 复 变量 ,每 一 复 变量 有 它 变 化 的 
范围 ,下 面 匈 简单 介绍 有 关 平 面 点 集 的 一 些 基本 概念 . 

定义 2.1 平面 上 任意 一 点 z。 的 邻 域 定义 为 以 ze 为 中 心 , 以 
某 个 正 数 6 为 半径 的 圆 内 部 所 有 的 点 构成 的 集合 , 记 作 N(zo,9) 
或 Nlzo) 即 NN(z6)={z: |z—zo|<6} 

我 们 称 0 二 |z 一 zo| 二 6 为 zo 的 去 心 邻 域 . 

无 穷 远 点 的 领域 是 以 z==0 为 中 心 ,R 为 半径 的 圆 的 外 部 , 记 
作 NCce,R)， 即 NWCco,R)=(z:|z| 盖 RCR 是 常数 )). 

定义 2.2 设 瑟 为 平面 上 一 点 集 ,zo 为 五 中 任意 一 点 , 若 存 
在 zo 的 一 个 邻 域 入 (zo)CE, 则 称 zo 为 集合 五 的 内 点 . 

各 对 于 某 一 点 zo, 存 在 一 个 领域 N (zo) ,使 得 (zo) 中 的 任何 
点 都 不 属于 集合 五 , 则 称 点 zo 为 集合 的 外 点 . 

若 对 于 某 一 点 zo, 在 zo 的 任意 小 的 领域 内 既 含 有 五 的 点 也 含 
有 不 属于 五 的 点 , 则 称 点 ze 为 集合 五 的 边界 点 . 

定义 2.3 寿 对 于 某 一 点 zo( 它 不 一 定 属于 集合 五 ), 它 的 任 
何 领 域 NGCzo) 中 总 有 属于 五 而 异 于 zx。 的 点 , 则 称 点 zo 为 集合 五 
的 极限 点 或 聚 点 . 

定义 2.4 集合 五 的 所 有 内 点 组 成 的 集合 称 为 五 的 内 部 记 作 
EE, 奉 上 二 EE , 则 称 集合 玉 为 开 集 . 

集合 EE 的 所 有 聚 点 组 成 的 集合 称 为 E 的 导 集 , 记 为 E' ,属于 
EF 而 不 属于 五 的 点 称 为 五 的 孤立 点 . 


若 EF'CE, 则 称 集合 记 为 闭 集 ,集合 EE 与 E' 的 并 集 , 称 为 集合 
五 的 闭 包 , 记 作 五 ， 即 巨 一 匹 U 玉 ,显然 五 是 闭 集 . 

定义 2.5 集合 的 所 有 边界 点 组 成 的 集合 称 为 EE 的 边界 ， 
记 作 aE, 显然 五 三 巨 一 五 ". 

所 有 不 属于 的 点 组 成 的 集合 称 为 E 的 补 集 , 记 作 CE. 

我 们 可 证 得 五 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 它 的 补 集 为 开 集 . 事实 

上 , 奋 玉 为 闭 集 , 对 任 一 点 zECE, 即 zEE, 按 闭 集 的 定义 可 知 
zEE' 即 zz 不 是 EE 的 聚 点 . 因此 存在 一 领域 V(z,s) 不 含有 五 的 
点 , 即 NC(z,e)CCE, 故 CE 为 开 集 . 

反之 ,车 CE 是 开 集 ,对 任 一 点 zECE, 则 存在 一 邻 域 N (z,e) 
CCE, 所 以 N(z,e) 不 包含 EE 的 点 , 即 zEERk', 从 而 zECE' 由 此 可 
得 CECCE' ,因而 E'CE, 故 玉 为 闭 集 . 

我 们 还 可 证 得 下 列 结论 (证 明 留 作 习 题 ) 

1” zoEE 的 充 要 条 件 是 对 任 一 e 汪 0, 有 N(zo,e) 门 E99 

2° CE=(CE)’, CE=CE?’ 

定义 2.6 行 集合 瓦 总 可 包含 在 原点 的 某 一 个 邻 域内 , 则 称 
集合 五 为 有 界 集 ,否则 集合 五 称 为 无 界 集 . 

定义 2.7 平面 上 满足 下 列 两 个 条 件 的 点 集 DD 称 为 区 域 : 

(1) DD 是 一 个 开 集 . 

(2) DD 是 连通 的 , 即 D 中 任何 两 点 都 可 用 完全 属于 DD 的 一 条 


折线 连接 起 来 . 
区 域 DD 与 它 的 边界 一 起 构成 闭 区 域 记 作 D 
即 D= D+aD. 


注意 ”区域 都 是 开 的 ,不 包含 边界 
例如 > 平面 上 以 z, 为 心 ,R 为 半径 的 圆 : |z 一 zo | 二 R 为 贺 
形 区 域 ,z 平 面 上 以 zo 为 心 ,R 为 半径 的 闭 圆 : |z 一 zo| 志 R 为 圆 形 
闭 区 域 . 
为 了 给 出 单 连通 域 与 多 连通 域 的 定义 , 先 介绍 有 关 平 面 曲线 
的 几 个 概念 . 设 实 连续 也 数 z= 一 x0) 与 y 一 y(G) 在 a 二 二 5 上 连 
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续 , 则 它 在 平面 上 确定 了 一 条 连续 曲线 ,如 果 令 z(t) 二 (1) 十 
iy(t)， 则 这 条 曲线 方程 可 写 为 z=z(t), 2 和 Li， 

知 Zt 及 yG) 在 [ce,2j 上 还 有 连续 导数 , 且 xz'() 二 x'(t) 十 
iy' (tf) 关 0 (z'(a) 及 xz' (5) 分 别 为 右 、 左 导数 ), 则 称 z= 二 z(2) 为 一 条 
光滑 曲线 ,有 限 条 光滑 曲线 依次 相 接 构成 一 条 分 段 光 滑 有 曲线 . 

一 条 连续 曲线 C;z 二 z(t) (4a 才 t 志 5b), x(a) 与 z 必 ) 分 别称 为 C 
的 起 点 与 终点 ,对 于 满足 4 过 < 过 5b, a 志 ts 二 5 的 卉 与 t2) 当 二 关 t 
而 有 z(4) 一 z(t2) 时 ,点 zz1) 称 为 曲线 C 的 重点 ,没有 重点 的 连续 
曲线 C 称 为 简单 曲线 , 若 简单 曲线 C 的 起 点 与 终点 相 重 合 , 则 称 
曲线 C 为 简单 闭 曲 线 ,显然 圆 是 一 条 简单 闭 曲 线 , 它 把 平面 分 成 
两 个 没有 公共 点 的 区 域 , 其 中 一 个 有 界 , 另 一 个 无 界 , 且 这 两 区 域 
都 以 已 给 的 圆 作为 边界 . 

一 般 地 有 下 面 的 Jordan 定理 (证 明 略 》 

任 一 条 简单 闭 曲 线 把 整个 平面 分 成 两 个 没有 公共 点 的 区 域 ， 
一 个 有 界 的 称 它 为 内 区 域 , 另 一 个 无 界 的 称 它 为 外 区 域 , 这 两 个 区 
域 都 以 已 给 的 简单 闭 曲线 作为 边界 . 

现在 我 们 可 把 区 域 加 以 分 类 . 

定义 2.8 设 刀 是 平面 上 一 个 区 域 , 若 忆 内 任何 简单 闭 曲 线 
的 内 区 域 中 每 一 点 都 属于 D, 则 称 DD 为 单 连通 区 域 ,不 是 单 连 通 
的 区 域 称 为 多 连通 区 域 . 

例 1 |z| 二 7 是 一 个 单 连通 区 域 ,而 圆 环 0<7 过 |z| 二 7 
就 是 多 连通 区 域 . : 

例 2 满足 (1 一 i)z 十 (1 十 Dz 之 0 的 所 有 点 zz 组 成 的 集合 是 一 
个 半 平 面 , 它 是 单 连通 无 界 区 域 ,其 边界 为 直线 

(一)z 十 (十 z= 二 0 即 zx 十 y= 二 0. 

例 3 满足 0<arg(z 一 1) 之 也 及 2 一 Rez 过 3 的 所 有 点 z 所 组 
成 的 集合 是 以 直线 Rez 二 2 与 Rez = 3 为 左 、 右 底 ,; 以 直线 
arg(z 一 1) 二 也 和 实 轴 为 上 下 上 腰 的 一 个 梯形 (不 包括 周 界 ) 它 是 音 
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连通 有 界 区 域 
3 3 复 变 函数 及 其 极限 与 连续 性 


定义 3.1 设 五 为 复 平面 Z 上 的 点 集 , 知 五 内 每 一 个 复数 > 
按 一 定 规律 对 应 一 个 确定 的 复数 多, 则 称 在 上 确定 了 一 个 单 值 
阔 数 纪 二 f(z), 阁 对 于 自 变 量 z 有 几 个 或 无 穷 多 个 复数 包 与 之 对 
应 , 则 称 ww 二 了 f(z) 为 多 值 函 数 . 

集合 五 称 为 函数 f(z) 的 定义 域 ,w 值 的 全 体 所 成 集 4 = 
三 (五 ) 称 为 函数 f(z) 的 秆 域 . 


例如 ”w=z*， w= 了 (zx 天 1) 均 为 = 的 单 值 函数 ， 


zu 一 yz 为 = 的 多 值 函数 , 它 有 ?个 分 支 ， 
由 一 Argz 为 z 的 多 值 亢 数 , 它 有 无 穷 多 个 分 文 . 
在 以 后 的 讨论 中 ,如 无 特别 声明 ,我 们 讲 的 函数 均 为 单 值 函 


数 . 

如 果 用 之 平面 上 的 点 表示 目 变 量 z 的 值 ,而 用 为 一 个 ww 平面 
上 的 点 表示 函数 ww 的 值 , 则 函数 多 二 f(z) 在 几何 上 可 看 作 是 把 平 
面 上 的 一 个 点 集 瑟 变 到 w 平面 上 的 一 个 点 集 4 的 映射 或 变换 ， 
在 映射 史 二 了 f(z) 下 .w 称 为 z 的 象 , 而 x 称 为 w 的 原 象 . 

若 f(E)= 二 4, 则 称 f 是 到 A 上 的 映射 . 

若 flE)CA, 则 称 是 到 A 内 的 映射 . 

车 w= 二 了 f(z) 把 不 同 的 点 映射 成 不 同 的 点 , 即 f (zj) 二 f(z;) 强 
含 着 = 一 >:， 则 称 映射 了 是 一 一 的 或 双方 单 值 的 . 在 这 种 情况 下 ， 
z 二 了 f(z) 有 一 个 定义 站 f(E) 上 的 反 函 数 或 道上 映射 记 作 z= 
f (Cw). 

例 1 函数 纪 二 z? 把 Z 平 面 上 的 等 轴 双 曲线 x 一 二 ci 与 
2zxy 二 cs 分 别 映射 成 纪 平 面 上 的 两 族 平 行 直线 


HC 与 VO Cys 


由 于 ww 二 z= 二 Xx 一 yy 十 2Xyli， 从 而 w= 二 TX 一 y*，v 二 2xy. 

由 此 即 得 上 述 结论 . 

例 2 函 数 w=z 十 a 确定 了 从 Z 平 面 到 w 平 面 的 一 个 双方 
单 值 映射 , 奋 把 z 及 它 的 象 作 在 同一 复 平 面 上 , 则 这 一 映射 确定 Z 
平面 内 的 一 个 平移 . 

例 3 映射 w= 二 zizz 可 看 作 一 个 旋转 变换 与 一 个 相似 变换 玖 
合 而 成 . 事实 上 , 设 zi 一 re zz 二 re ,把 ZisZ2 与 w 都 作 在 辣 
一 复 平面 上 , 先 作 映射 zw 一 ez 一 re 2，zrot 与 zs 的 模 相同 ， 
它 的 幅 角 为 z; 的 辐 角 加 上 0 ,这 是 一 个 旋转 变换 ,再 作 映 射 忆 一 
riwi; 这 是 一 个 以 原点 为 中 心 的 相似 变换 . 

定义 3.2 设 函 数 ww 二 f(z) 在 点 集 玉 上 有 定义 ,zo 为 书 的 一 
个 聚 点 ,各 存在 一 复数 wo ,使 得 对 于 任意 给 定 的 实数 s 盖 0, 都 存在 
实数 8=6(e), 使 得 当 zEER 及 0 二 |z 一 zo)< 达 6 时 ,就 有 
| f(z) 一 wo| 过 e, 则 称 当 zz 趋 近 于 z。 时 ,f(z) 趋 近 于 极限 wo, 记 作 
lim f/f (z) = wo 


0 
zEE 


定理 3.1 设 E 是 复 和 平面 上 的 点 集 * 之 0 是 EE 的 聚 点 ;之 0 一 0 十 
iyoy 而 晴 数 二 f(z) 二 w(x,yy) 十 iv《zyy) 定 义 在 E 上 ,wo 二 wo 十 ivo 
则 limf(z) =wo 的 充 要 条 件 是 

= 到 


limnzx(zyy) = wo,limv (rz,y) = vo. 
ba 2 一 30 


事实 上 ,由 不 等 式 
ju(z,y) — wo) SE fz) — wol, 
lv(zyy) — vol |f(z) — wol, 
以 及 
[f(z) 一 zol lulz,y) — wl 十 |oCzy) — vol, 
根据 极限 的 定义 ,立即 可 看 出 定理 的 正确 性 . 
由 此 可 见 ,关于 实 变 函数 的 极限 的 一 些 简 单 结果 ,例如 ,极限 


了 了 


的 唯一 性 ,关于 两 函数 的 四 则 运算 的 一 些 结论 都 可 不 加 改变 地 推 
广 到 复 变 函数 . 
”下 面 引入 复 函 数 连续 的 概念 . 

定义 3.3 设 五 为 复 平面 上 的 点 集 ,z。 是 五 的 一 个 聚 点 ,zoE 
五 ,函数 f(z) 在 集合 EE 上 有 定义 ,如 果 对 于 任 给 e 汪 0, 存 在 数 6 二 0 
使 得 当 zEE 上 且 满足 |z 一 zo 二 6 时 ,总 有 |f(z) 一 f(zo) | 二 e, 则 称 
疯 数 纪 二 f(z) 沿 着 集合 在 点 z 二 zo 处 连续 . 

者 f(z) 在 上 每 一 点 均 连续 , 则 称 f(z) 在 集合 上 连续 . 
如 同 实 变 连 续 函 数 的 性 质 , 在 z。 连续 的 两 个 复 函 数 f(z) 与 g (z) 
的 和 、 差 、 积 \ 商 (分 母 在 zo 不 等 于 零 ) 在 zo 处 仍 连续 ;者 函数 下 一 
g(z) 在 zo 连续 , 孙 数 纪 二 f(h) 在 h 二 glzo) 处 连续 , 则 复合 函数 忆 
一 fLg(z) 在 zo 处 连续 . 

定义 3.4 设 函 数 f(z) 在 集合 上 有 定义 , 若 任 给 e 汪 0, 可 
找到 一 个 与 有关, 但 与 z 无 关 的 正 数 S=6(e)>0, 使 得 zi,z; EE 
且 |zi 一 zz| 二 6 时 ,有 | f(z1) 一 f(z2) | 二 e,; 则 称 沙 数 f(z) 在 E 上 
一 致 连续 . 

如 同 实 变 一 致 连续 函数 的 性 质 , 不 难 证 明 下 面 定理 

定理 3.2 设 函 数 jz) 在 有 界 闭 集 五 上 连续 , 则 

(1) 函数 f(z) 在 EE 上 一 臻 连续， 

(2) 了 消 数 f(z) 在 上 有 界 ， 

(3) 函数 f(z) 在 上 达到 它 的 最 大 模 与 最 小 模 . 

例 1 设 f(z)==e*, 其 中 二 十 iy, 问 当 z 一 co 时 ,f(z) 有 无 
极限 (包括 广义 极限 )? 

我 们 考虑 = 在 实 轴 上 变动 , 即 令 y 王 0 

则 三 (z) 一 时 一 er(cosy 十 isiny) 一 er. 

当 z 一 十 ceo 时, | f(z) | 二 e” 习 十 co, 当 x 一品 时 |f(z)|==@’ 
一 人。 

因此 , 当 * 一 ce 时 ,jz) 没 有 极限 . 

例 2 设 函 数 f(z) 在 zo 连续 , 且 f(z。o) 关 0, 证 明 存 在 zo 的 一 
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个 邻 域 , 在 此 邻 域内 jz) 天 0. 
证 因为 f(zo) 关 0, 所 以 | 一 eo>>0,， 又 因 f(z) 在 zo 连 


续 ,所 以 存在 3>0, 当 jz 一 zo|<6 时 ,有 |f(z) 一 f(zo)|<< 邓 . 
故 当 |z 一 zo|<8 时 ,有 
Ge)1 > Gol 一 HG mf)|>>0. 
从 而 F(z) 在 |* 一 zo|<8 内 不 等 于 0. 


第 二 章 解析 函数 


解析 函数 是 复 变 函 数 研 究 的 主要 对 象 , 在 这 一 章 中 ,首先 引入 
解析 沙 数 概念 ,讨论 复 变 函数 解析 的 充 要 条 件 . 然后 介绍 导数 的 
几何 意义 及 保 形变 换 概念 ,最 后 研究 一 些 常用 的 初等 解析 函数 . 


1 解析 图 数 概念 


我 们 先 给 出 复 变 晒 数 的 导数 、 微 分 的 定义 ,它们 在 形式 上 与 实 
变 一 元 果 数 的 导数 与 微分 的 定义 一 致 ,因此 微分 学 中 几乎 所 有 的 
基本 公式 对 复 变 消 数 亦 适 用 . 

定义 1.1 设 孔 数 ww 二 f(z) 在 区 域 D 内 定义 ,zo 为 DD 中 的 一 


点 ,者 m 中 一 了 (<9 存在 , 则 称 f(x) 在 zo 可 导 或 可 微 ,这 个 极 
限 值 称 为 (<) 在 ,的 导数 , 记 作 所 (z) 即 


f (zo) 一 lim f(z) — f (zo) , . (1) 
0 之 一 之 0 
硅 记 Az 一 之 一 Z0， Af=f(z)—J(z0) = (zo Az)— f(zo) 9 PDCAz) 


-Lf (zo0). 


则 由 (1) 式 知 limpCAz) 一 0, 所 以 若 jz) 在 点 zx 一 zo 可 导 , 则 
在 点 zo 的 邻 域内 ,f(z) 写 成 
f(zo 十 Az) — fz0) = f(z0)Az 十 pAz)Az, 
六 (zo)Az 是 Af 的 主要 线性 部 分 , 称 它 为 f(z) 在 点 z= 二 zo 的 微分 ， 
记 作 df, 当 f(z)=z, (zo)==1, dz 二 Az 则 df 二 f(zo)dz 即 
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f Co 一生 
显然 在 z。 有 导数 的 函数 一 定 在 zo 连续 ,反之 若 f(z) 在 点 zo 
连续 ,但 f(z) 未 必 在 点 zo 可 导 
应 当 注 意 在 导数 的 定义 中 ,z 一 z。 的 方式 是 任意 的 ,极限 值 存 
例 1 研究 f(z) 一 Rez 的 可 导 性 
显然 f(z) 在 有 穷 复 平面 C 上 是 连续 的 ,现在 我 们 来 讨论 f(z) 
在 C 上 是 否 可 导 , 设 ze 为 任 一 复数 ,zo 二 xo 十 iyo 
攻取 z= 二 zx 十 iyo, 则 ”Az 二 x 一 zo 二 XX 一 zo， 
Af _ Retlz 一 zo) 并 一 
Az 之 一 Z0 并 一 Xo 
苛 取 z= 二 xo 十 iy，, 则 Az=z—zo=i(y— yo). 


多 一 0 所 以 lim 全 不 存在 , 即 f(z) 在 C 上 处 处 不 可 导 ， 


例 2 函数 f(z)=z”"(n 为 正 整数 ) 在 复 平面 C 上 处 处 可 导 且 
(2") 一 02 
Lim f(z+ Az) — f(z) jim (2 Az)” — z" 
Az— 0 Ax Az—r* 0 Az 


lim A me" As 二 eA) 十 … 十 (Az)") 


一 1z2 1, 


定义 1.2 若 函 数 f(z) 在 zo 的 邻 域 NCzo) 内 处 处 可 导 , 则 称 
f(z) 在 zo 解析 . 车 f(z) 在 区 域内 每 一 点 解析 , 则 称 f(z) 在 DD 
内 解析 ,或 称 f(z) 是 DD 内 的 一 个 解析 函数 ,如 果 f(z) 在 zo 不 解 
析 , 则 称 zo 为 A(z) 的 育 点 、. 

由 定义 可 知 ， 函数 在 区 域内 解析 与 在 区 域内 可 导 是 等 价 的 ， 但 
是 函数 在 一 点 处 解析 与 在 一 点 处 可 导 是 两 个 不 等 价 的 概念 ,函数 
在 一 点 处 可 导 , 不 一 定 在 该 点 解析 . 


注意 “解析 ”有 时 亦 称 为 “全 纯 ” 或 “正则 ” 
解析 函数 的 求 导 法 则 
(1) 奉 f(z), g(z) 在 区 域 D 内 解析 , 则 其 和 、 差 \ 积 、 商 (分 和 母 
不 为 零 ) 在 D 内 亦 解 析 且 
[fz)+gCz) =f (2)+tg' (z), 
[flz)g(z) =f (2z)g(z) fz)g' (2), 


T= a. Cg (2) #0) 

(2) 设 f=f(z) 在 z 平 面 的 区 域 D 内 解析 ,w= 二 fC) 在 如 平面 
的 区 域 D, 内 解析 ,并 且 当 xzED 时 ,f= 二 f(z)EDi， 则 w= 二 
FLf(z)] 在 DD 内 解析 , 且 


RACS A 


dz di dz 
(3) 设 函 数 多 二 f(z) 在 区域 D 内 解析 , 有 征 f(z) 关 0, zED， 
设 xz 一 Yo) 是 图 数 f(z) 的 单 值 反 旺 数 , 且 在 f 的 值 域 4 上 连续 ， 
则 z= 二 yg(w) 在 4 上 解析 , 且 Y (mw) 一 万 [7 
例 3 据 求 导 法 则 及 例 2 可 知 ,z 的 多 项 式 已 (z) 一 ao 十 aaz 
十 … 十 anz” 在 整个 复 平 面 上 解析 . 


有 理 函 数 亡 '22 除 Q(z) 一 0 的 点 外 在 整个 复 平面 上 处 处 解 
析 ， 
例 4 孔 数 f(z) 二 zRez 只 有 在 z= 二 0 处 才 有 导数 . 
事实 上 ,在 之 一 0 处 ， 
lim AZ 一 lim REA 
Az—>0 站 之 Az—=0 之 
一 imAz 一 0， 
所 以 f(z)|,_,=0. 


im A jim (z 十 Az)Re(z 十 Az) 一 zRez 


Az—0 之 Az—0 Az 


jim zReAz 十 AzRe(z 十 Az) | 
Az-—=0 Az， 

令 z 一 zx 十 iy, zo 二 Xo 十 iyo. 我 们 让 > 以 两 种 特殊 方式 趋 于 zo, 若 令 
y 二 yo， 让 ZX 一 Xo 则 

|im Af jm (TX 十 iy)Az 十 Azx(z 十 AX) 

Az-0 二 之 Ar»0 Ax 
重 令 之 一 元 09 让 yyo 则 

AL 


lim 2 = lim (TH1y)* 0 IAy :7 一 xz, 
Az->0 Ay—>0 lAy 


这 两 个 极限 值 当 z 关 0 时 是 不 相等 的 . 因此 zRez 在 x 关 0 时 ,没有 
极限 ,从 而 复 函 数 f(z)= 二 zRez 没有 导数 ,值得 我 们 注意 的 :f(z) 
一 zRez 二 x 十 ixy 其 实 部 ulzx,y) 二 zx! 与 虚 部 v(x,，y) 二 zy 均 有 任 

这 一 例子 说 明 , 虽 然 复 变 函 数 f(z) 二 w(x,y) 十 iv 《x,y) 是 由 
其 实 部 及 虚 部 作为 两 个 变量 x 与 y 的 实 函 数 来 定义 的 ,但 由 项 数 
&U zyy) 及 zyy) 的 可 微 性 并 不 能 推出 f(z) 的 可 微 性 ,为 此 下 面 
我 们 要 研究 复 函 数 f(z) 在 点 z 可 微 的 充 要 条 件 . 


= 2z。 十 1yo. 


SN《2 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann ) 方 程 


定理 2.1 设 函 数 f(z) 二 w(xz,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 DD 内定 
义 , 则 f(z) 在 点 z= 二 x 十 iyED 可 微 的 充分 必要 条 件 是 在 点 z 二 x 
十 iy 处 ,wu《z,y) 及 v(x,y) 可 微量 
Py 01) 
QZ dy 9y QT 
证 ”必要 条 件 : 设 f(z) 在 点 z 二 zx 十 iy 有 导数 wa 一 ca 十 也 , 则 
flz 十 Az) — f(z) = aAz 十 PC(Az)Az， (2) 


其 中 pCAz) 满 足 limp(Az) 王 0. 


令 F(z 十 Az) 一 (zc) 一 Az 十 iAcp,0(Az) 一 0 十 io 比较 (2) 式 两 
边 的 实 、 虚 部 得 到 
Au 一 CAZz 一 pAy 十 OAz 一 OAy， 
Av 一 pAz 十 acAy 十 OAz 十 OAy. 


由 于 
At—>0 
所 以 
lim 2 = limp, = 0. 
Az-=0 Ar—0 
Ay—0 Ay~—*0 


由 数学 分 析 中 的 二 元 沙 数 可 微 定 义 知 w(z,y) 及 v(xz,y) 可 微 , 且 


A ny a 
充分 条 件 : 设 uz,y)R v(xz,y) 在 点 之 一 并 十 1y 可 微 , 且 满足 
WW 
C1) 不 妨 设 二 一 了 一 41 一 dr 一 b, 则 
A = aAx — bAy + eAz + shy, (3) 
Av = bAZX + aAy 二 63AXx + &Ay. (4) 


此 外 lime; 二 0， k=1,2,3,4. 
Ar—*0 
和 yy 


将 (3) 与 (4) 式 滋 以 1 相 加 得 到 
flz+t Az) 一 f(z) 
一 (a 十 10)Az 十 (el 十 is)Az 十 (es; 十 ls)Ay， 
所 以 
[im flz 十 Az) CO— f(z) 


lim A a ww. 
即 
f' (2) = ur,y) 十 is(CZyy). 
条 件 (1) 式 称 为 柯 西 - 黎 曼 条 件 或 柯 西 - 黎 曼 方 程 简称 C-R 方程 . 
由 定理 2. 1 立即 可 得 
定理 2.2 设 函 数 f(z) 二 w(xzyy) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 定 
义 ,f(z) 在 区 域 DD 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 w(x,y) 及 vlx,y) 在 
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D 内 可 微 , 且 在 DD 内 满足 C-R 方程 . 
下 面 举 几 个 例子 讨论 函数 的 解析 性 . 


例 1 函数 f(z) 一 zRez 二 zx? 十 izy， 在 平面 上 处 处 不 解析 , 事 
Ov 


实 上 ， 由 于 ACAL DE VCZyyD) 一 2y， 所 以 尝 =2z， =0， 3 
=y, 名 一 z, 只 有 z 一 y 一 0 这 一 点 才 满足 C-R 方程 ,在 其 它 处 都 
不 满足 ,因此 它 不 是 解析 函数 ， 

例 2 函数 f(z) 二 e* 在 平面 上 处 处 解析 . 

事实 上 ,e* 二 e*(cosy 十 isiny) 


U(X,y) 一 ecosy, v(X,y) = e”siny. 
wd 在 平面 上 有 连续 偏 导 数 , 所 以 Wd 可 微 , 且 到 一 玫 一 ercosy， 


光一 一 天 一 一 esiny,CR 方程 满足 . 
例 3 函数 f(z)==1z|? 在 z==0 处 可 微 , 但 处 处 不 解析 . 
事实 上 ,f(z)=|z|:=zx 二 yy 则 wx,y)= 二 7X 十 yy ，v(X,Y) 


一 (0. 


只 有 在 z= 二 0 处 满足 C-R 方程 ,所 以 在 z=0 处 可 微 但 处 处 不 解 
析 . 

由 C-R 条 件 我 们 得 出 下 面 结论 : 

推论 2.1 阁 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 , 且 f(z) 一 0 (z€D)， 
则 在 DD 内 f(z)= 二 常数 . 

证 ”由 假设 f(z) 二 u(xz,y) 十 iv《z,y) 在 DD 内 每 一 点 可 微 , 且 
2) 二 wi 十 iv; 二 vy 一 iwy 二 0， 则 在 DD 内 必 有 Uz 二 wy 二 0, vi 二 vw， 
二 0, 因 此 在 DD 内 ,u,v 必 是 常数 , 即 在 D 内 f(z) 为 常数 . 

推论 2.2 车 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 产 (z) 关 0,(zED) 则 
两 曲线 族 A 与 v(xX,y) 二 Cs, 其 中 Ci, C2 为 常数 ,是 D 
内 两 组 正 交 曲线 族 . 


了 9 


证 因为 万 (z) 天 0(CzEDD) 故 在 (zyy) 点 ,zz 与 vs 必 不 全 为 
零 , 首 先 设 zx 天 0,w 天 0, 由 C-R 条 件 可 知 还 必 有 vv, 关 0,u, 关 0 曲 


线 x(zyy) 一 cl 的 斜率 ,0 二 du 一 wsdz 十 wydy 求 得 ,二 一 2 同 理 


求 得 wy yy) 一 cs 的 和 斜率， = 一 ， 故 在 点 CX，y) 有 


bbs 1]， 
Uy VU, 一 了 VU, 
所 以 两 曲线 族 在 点 (zx,y) 处 正 交 . 


帮 w 与 vz 中 有 一 个 为 零 ,不 妨 设 w:= 二 0, 此 时 必 有 vv, 二 0, 由 
于 fF (2) 二 wj 十 ivz 二 vy 一 iwy 关 0, 从 而 zy 天 0， zx 天 0, 于 是 ks,—=0, Ek, 

因此 过 交点 的 两 条 切线 ,必然 一 条 为 水 平 切 线 , 另 一 条 为 铅 直 
切线 ,它们 仍 在 交点 处 正 交 ,其 它 情 况 类 似 可 证 . 


3 3 导数 的 几何 意义 及 保 形变 换 概 念 


首先 我 们 推导 出 以 下 结论 : 设 C 是 一 条 有 向 连续 曲线 ,其 参 
数 方程 为 z 二 z(t), a 二 t 志 5,z(to) 二 zo， toELa,bj]， 若 z' (to) 关 0， 
则 曲线 C 在 z 一 zo 处 必 有 切线 , 且 此 切线 与 正 实 轴 间 的 夹 角 为 
z' (to) 的 辐 角 argz' (to). 事实 上 ,如 
图 3.1, 作 通过 曲线 C 上 之 点 zo 一 
z(t) 及 2 一 <G) 的 割 线 , 由 于 制 
线 的 方向 与 向 量 刀 一? 的 方向 一 至 


可 看 出 只 要 当 豆 ~ 如 时 ,向 量 
一 二 与 实 轴 的 夹 角 arg 一连 


ti—to 
续 变 动 , 趋 近 于 某 一 极限 , 则 当 > 
一 2zo 时 , 割 线 的 极限 位 置 就 是 曲线 
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之 一 之 
一 2 (io) 拓 0， 
ti— to 


C 在 z= 二 zo 处 的 切线 、 由 光滑 曲线 的 条 件 知 lim 
因此 存在 下 列 极限 : 


limarg 


1 ?to | TY 


这 就 是 曲线 C 在 zo 处 切线 与 实 轴 的 夹 角 ， 
下 面 我 们 说 明 arg 广 Czo) 的 几何 意义 ， 
设 范 数 多 二 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,zo 为 DD 内 的 一 点 ,上 且 
产 (zo) 了 关 0，f(z) 把 简单 光滑 曲线 C 映射 成 过 wo 一 f(zo) 的 一 条 简 
单 曲线 荆 ; w= 二 f(z(1)) (a&tRb) 
由 于 2 一 了 (z(t))x' (4)， 所 以 荆 也 是 一 条 光滑 曲线 , 它 在 ww。 
的 切线 与 实 轴 的 夹 角 是 
z argf" (z(t0))z' (to) = argf’ (z0) + argz' (to). (2) 
由 1) 式 与 (2) 式 知道 荆 在 wo 处 切线 与 实 轴 的 夹 角 及 C 在 zo 处 
切线 与 实 轴 的 夹 角 相 差 为 arg 了 (zo) ,这 一 数值 与 曲线 C 的 形状 及 
方向 无 关 . 由 此 可 得 以 下 结论 : 
导数 了 (zo) 关 0 的 辐 角 argf 了 (zo) 是 曲线 C 经 过 上 映 射 ww 一 
f(z) 后 在 zo 处 的 转动 角 , 并 且 转 动 角 的 大 小 与 方 同 跟 曲 线 C 的 形 
状 与 方向 无 关 . 
设 在 刀 内 过 > 还 有 一 条 简单 光滑 曲线 Cl:;z 二 z1(t)， 函 数 w 
二 f(z) 把 它 映 射 成 为 一 条 简单 光滑 曲线 :w= 了 f(z1(2)), 则 CC 
及 在 zo 及 wo 处 切线 与 实 轴 的 夹 角 分 别 是 
argz!’ (to) 及 argf (zi1(t0))z1' (to) = argf’ (20) 十 argzl (to). 
: (3) 
比较 (2) 与 (3) 式 就 可 看 出 在 wo。 处 曲线 六 到 曲线 已 的 夹 角 恰好 
等 于 在 zo 处 曲线 C 到 C; 的 夹 角 ,如 图 3.2, 即 
argf” (zi(t0))z1’ (to) — argf’" (z(to))z' (to0) 
=argz1 (to) 一 argz (to). 
由 上 所 述 , 我 们 可 得 出 以 下 结论 :相交 于 点 zo 的 任何 两 曲线 
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之 ] 一 之 0 


一 argz' (t0). (1) 
fo 


图 3. 2 


C 与 Ci 间 的 夹 角 ,在 其 大 小 和 方向 上 都 等 同 于 经 过 映射 w= 二 f(z) 
后 跟 C 与 Ci 对 应 的 曲线 工 与 A 之 间 的 夹 角 .， 

我 们 再 来 解释 函数 f(z) 在 zo 的 导数 的 模 | 产 (zo) | 的 几何 意 
义 , 因 为 
f(z) Iz0) 


之 一 之 0 


f (zo) =lim 
所 以 , 知 取 过 zx 的 任 一 简单 光滑 曲线 C, 它 在 映射 f(z) 下 的 
象 曲 线 为 一 简单 光滑 曲线 卫 , 则 


LPG = lim Ef jim wo wl 
zz0 |z 一 zo| zs>z | 之 一 之 o | 
z€EC 2zEC 


上 式 表明 象 点 之 间 的 距离 与 原 象 之 间 的 距离 之 比 的 极限 与 曲线 C 
的 形状 及 方向 无 关 , 我 们 称 | 产 (zo) | 为 映射 f(z) 在 z= 二 z。 的 伸缩 
率 . 所 以 导数 模 的 几何 意义 是 : 

|f' (zo) | 是 经 过 映射 ww 二 f(z) 后 通过 点 zo 的 任何 曲线 C 在 
zo 的 伸缩 率 , 它 与 曲线 C 的 形状 及 方向 无 关 , 所 以 这 种 映射 又 具 
有 伸缩 率 的 不 变性 . 

综 上 所 述 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 3.1 设 函 数 纪 二 f(z) 在 z= 二 zo 处 解析 ,生产 (zo) 关 0, 则 
它 有 两 个 性 质 : 

(1) 旋转 角 的 不 变性 , 且 保 持 方向 不 变 ,简称 保 角 性 
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(2) 伸缩 率 的 不 变性 . 

定义 3.1 若 函 数 ww= 二 f(z) 在 z= 二 zo 的 邻 域 上 有 定义 , 且 县 有 
保 角 性 及 伸缩 率 的 不 变性 , 则 称 函 数 包 ==f(z) 在 z= 二 zo 处 实现 保 
形变 换 或 称 为 共 形 映射 ,这 种 映射 亦 可 称 为 第 一 类 保 形 变换 . 

帮 鲜 数 w 二 f(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 上 都 实行 保 形 底 换 , 则 称 
孙 数 f(z) 在 区 域 D 内 实现 保 形变 换 . 

定义 3.2 疹 函 数 ww 二 f(z) 在 区 域 D 上 每 一 点 都 保持 伸缩 率 
不 变性 , 且 保 持 夹 角 的 数量 不 变 , 但 方向 相反 , 则 称 它 为 第 二 类 保 
形变 换 . 

例如 函数 jz) 一 > 在 全 平面 上 实现 第 二 类 保 形 变换 . 事实 


上 ,对 任意 的 =, 有 lim1z 一 地 | 一 1 因此 它 保持 伸缩 率 不 变 ,另外 


这 个 变换 将 = 平面 上 的 任何 曲线 变 到 一 条 关于 实 轴 对 称 的 曲线 ， 
所 以 它 保持 两 条 曲线 间 的 夹 角 数量 不 变 ,而 旋转 方向 正好 相反 . 


$4 初等 解析 函数 


我 们 把 数学 分 析 中 一 些 常 用 的 初等 函数 推广 到 复 变 函数 情 
形 ,研究 这 些 初等 函数 的 性 质 及 其 所 构成 的 映射 . 


4.1 指数 函数 
定义 4.1 对 任意 复数 xz 一 z 十 iy, 我 们 定义 指数 函数 se: 为 


w = ee” = e’(cosy + lsiny). 
根据 定义 我 们 可 得 出 指数 函数 下 列 性 质 : 
(1) je | 一 er ， Arge 一 y 十 2&T. (& 一 0, 士 1, 士 2，…) 
(2) 对 任何 复数 >,e* 天 0， 
(3) 当 z=XER 时 ,e” 二 @”. 
(4) ww 一 er 在 复 平面 上 解析 , 且 人 二 e 
这 性 质 据 32 例 2 可 得 ,再 由 性 质 (2) 与 (4) 可 知 w==e’ 在 全 
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复 平 面 上 实现 保 形 变换 . 

(5) 对 任意 的 zi,z; 有 eae%: 一 e 二 ,事实 上 , 令 zi 二 zi 十 iyi， 
zz 二 Xz 十 i1y。 则 
: ee 一 ef(cosyi 十 1sinyi1)e™ (cosy, 十 1siny;) 

一 e175[cos(yi 二 ys) 十 isin(yi 十 yy) 
e112, 

(6) w= 二 e’ 是 以 2xi 为 周期 的 周期 函数 ， 

事实 上 e ”一 ere” 二 e”. 同样 对 任何 整数 上 ,有 ee ”一 ef 

(7) 极限 lime* 不 存在 ,所 以 e” 无 意义 . | 

在 指数 函数 的 定义 中 若 令 z= 二 0 就 得 到 欧 拉 公式 

e” 一 cosy 十 isiny. 

下 面 我 们 研究 映射 e* 的 特点 . 

定义 4.2 设 w= 二 了 f(z) 在 区域 D 内 解析 ,车 D 内 至 少 存在 不 
同 的 两 点 zi 及 zs, 使 f(z1)= 二 f(zz), 则 称 函 数 f(z) 在 DD 内 是 多 叶 
的 , 若 f(z) 为 D 上 双方 单 值 映射 , 则 称 阻 数 f(z) 为 单 叶 解析 函 
数 , 称 DD 为 f(z) 的 单 叶 性 区 域 . 

现在 我 们 来 求 出 e 的 单 叶 性 区 域 : 设 zl 二 x1 十 iy1，zs 二 Xz 十 
iy;， zi1 关 zz; 但 后 一 es 即 ene2 一 ee ,由 此 得 z 一 zz， 妨 一 罗 十 
2&r (& 一 0， 士 1, 士 2…)， 所 以 不 包含 满足 za 一 zz 二 28ri 的 zzs 的 
区 域 都 可 作为 e* 的 单 叶 性 区 域 , 为 简便 起 见 , 我 们 取 平 行 于 实 轴 
的 区 域 2kr<y<2(R 十 1)r, 其 中 & 为 任意 整数 ,作为 e* 的 的 单 叶 
性 域 ,由 于 e 有 周期 2xi, 我 们 只 要 研究 当 z 在 由 0 入 Imz<2r 所 
定义 的 带 形 B 中 变化 时 ,w 二 e” 的 映射 性 质 . 

w 二 ee’ 二 e”(cosy 十 Isiny),， 它 将 直线 !:; y 一 y%， 一 ce<z 坪 
十 oo 变 到 ww 平面 上 的 射线 有 1: argw 二 yo. 同时 w==e’ 把 直线 段 > 
二 xo，0 过 y 达 27 变 为 圆周 |w | 二 e™*( 去 掉包 一 e”? 这 一 点 )( 图 
4. 1) ,因此 指数 函数 e* 把 带 域 8B:0 二 y=<2x 单 叶 地 变 为 w 平 面 上 
除去 原点 及 正 实 轴 的 域 ,将 直线 y= 二 0 变 为 正 实 轴 的 上 边沿 ,将 直 
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图 4.1 
线 y 二 27 变 为 正 实 轴 的 下 边沿 ,将 带 域 0<<y<r 变 为 上 半 平 面 ， 
将 带 域 x 二 y 二 2 变 为 下 半 平 面 . 


4.2 对 数 函 数 


定义 4.3 指数 函数 的 反 函 数 称 为 对 数 函 数 , 即 失 一 z(z 天 0， 
oo) 的 反 函 数 称 为 对 数 函 数 , 记 为 w==Lnz. 

今 ww 二 u 十 iv, Zz 二 re”*， 则 e@*1" 一 ye*, 从 而 @*= 二 rr， v= 二 9 十 2kx， 
& 为 整数 ,于 是 

Lnz = lnr + 10 + 2k7) = ln|z| 十 1Argz， 
相应 于 Argz 的 主 值 , 我 们 把 
ln|z| + largz (0 < argz < 2r)， 
定义 为 Lnz 的 主 值 , 记 作 lnz. 于 是 
w= Lnz = lnz 十 2kn., 

所 以 任何 不 是 零 的 复数 有 无 穷 多 个 对 数 , 其 中 任意 两 个 相差 2mi 
的 整数 售 ， 

关于 积 和 商 的 对 数 , 有 下 列 法 则 , 设 zi ,zi 为 非 零 复数 , 则 

(1) Ln(ziz;)=LnziLnz,, 

事实 上 

Ln(lziz;) =ln |ziz;| 十 1Arg(zizy) 
二 ln|zi| 十 ln|z,| 十 iCArgzi 十 Argz,) 
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一 Lnzi 十 Lnz,. 
(2) Ln 二 一 Lnzi 一 Lnzs， 
2 


事实 上 - 
,| Ln 2 一 n 
之 2 
一 jpjlz;| — lnlzs| 十 i(Argzi 一 Argz;) 
一 Lazi 一 Lnz,. 


如 果 我 们 在 有 穷 平面 2 上 去 掉 正 实 轴 ( 包 括 0), 这 样 得 到 的 带 域 
记 为 D, 则 在 DD 内 Argz 的 主 值 argz 是 一 个 单 值 连续 函数 , 则 函 
数 wilz) 二 (Lnz)i=In|z| 十 i(argz 十 2k7)， & 一 0, 士 1, 士 2,… 把 也 
单 叶 地 映 为 平行 于 实 轴 的 带 域 Bi: 

Bi: 《28)T<D<(2R 十 2) . 
”它们 都 是 指数 函数 xz=e” 的 反 函 数 , 且 在 域 忆 内 ,z 的 模 与 辐 
角 都 是 连续 变化 的 ,因此 rw(z) 在 厂 内 连续 . 根据 第 一 节 反 函数 


的 求 导 法 则 知 

Zr (xz ) 一 一 二 。 
注意 ,有 时 为 了 方便 起 见 ,我 们 亦 可 将 有 穷 平面 x 上 去 掉 负 实 轴 
“(包括 0) 作 为 上 面 讨论 中 的 域 D. 

从 上 面 的 讨论 可 知 ,w 二 Lnz 在 D 内 可 分 解 为 无 穷 多 个 单 值 
连续 函数 ,它们 都 是 Lnz 在 DD 内 的 单 值 连续 分 支 , 并 且 在 这 样 的 
域内 不 存在 绕 原点 的 简单 闭 曲线 . 当 点 z 从 zo 开始 , 沿 DD 内 任 一 
条 简单 闭 曲 线 C 绕 一 圈 回 到 zx。 时 ,argz 连续 变化 地 回 到 原来 的 
值 ,相应 的 wi(z) 在 忆 平 面 也 作出 一 条 简单 闭 曲 线 . 如 果 我 们 不 
将 有 穷 平 面 z 沿 着 正 实 轴 或 负 实 轴 割 开 , 即 DD 就 是 除去 点 = 一 0 
的 x 平面 ,在 这 种 域内 ,就 存在 绕 原 点 z=0 的 简单 闭 曲 线 C, 当 > 
从 C 上 的 一 点 zo 沿 C 按 北 时 针 方向 绕 一 圈 回 到 zo 时,z 的 辐 角 就 
增加 了 2r, 因 此 wi(z) 就 得 到 增 量 2ri, 即 wi(z) 从 wi (zo) 连 续 地 
变 为 witri(zo) 而 不 再 回 到 原来 的 值 wr(zo)( 图 4. 2). 因此 在 这 样 

26 | 


— 9x 


图 4.2 


的 域内 就 不 可 能 分 出 Lnz 的 单 值 连续 分 支 , 我 们 把 z==0 称 为 Lnz 
的 支点 ,由 于 D 内 任 一 条 绕 原点 的 简单 闭 曲 线 , 我 们 亦 可 把 它 看 
作 是 绕 一 cc 的 简单 闭 曲 线 ,因此 > 一 co ,也 是 Lnz 的 支点 . 

一 般 地 当 z 绕 某 一 点 一 圈 时 ,多 值 函数 从 一 个 分 支 变 为 另 一 
个 分 支 , 我 们 把 这 点 称 为 这 个 多 值 函数 的 支点 ,连结 支点 的 割 线 称 
为 支 割 线 . 顺便 指出 ,Lnz 的 单 值 连续 分 支 rw(z) 在 割 线 上 是 不 
连续 的 , 若 选取 负 实 轴 为 割 线 , 则 zw(z) 可 扩充 为 直到 负 实 轴 ( 除 
去 0) 的 上 边沿 及 下 边沿 连续 的 函数 . 


4.3 震 函 数 
定义 4.4 对 任意 的 复数 , 当 > 天 0 时 ,定义 老 函 数 双 一 > 为 


70) 一 村 一 - e” 
当 = 一 0 时 ,只 有 在 “ 是正 实数 时 , 才 规定 ze 一 0 
由 于 Lnz 的 多 值 性 ,所 以 一 般 来 说 ,z" 是 一 个 多 值 函 数 . 
由 于 Lnz 二 lnz 十 2kxi,， 为 任意 整数 ,所 以 Ww 二 


_ _alnz a2kni 。 
全 *»*e 


由 此 可 见 对 同一 z 关 0,z" 的 不 同 数 值 的 个 数 等 于 不 同 数 值 的 
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因子 e 和 的 个 数 . 宕 函数 有 下 列 几 个 性 质 : 

(1) 当 a 是 整数 , 则 e”"=1 这 时 zx" 是 单 值 的 . 

(2) 当 a 是 有 理 数 ,其 既 约 分 数 表示 式 4 二 记 ,n 之 1， 则 x* 是 
n 值 的 . 

(3) 当 a 是 无 理 数 或 虚数 时 ,z” 是 无 穷 多 值 的 . 

由 于 竹 函 数 是 指数 函数 与 对 数 函 数 Lnz 的 复合 函数 ,因此 当 
a 不 是 整数 时 ,我 们 可 在 带 域 G 内 把 Lnz 分 成 无 穷 多 个 解析 分 支 ， 
相应 地 x" 也 可 分 成 无 穷 多 个 解析 分 支 . 设 wi(z) 是 Lnz 在 G 内 
的 单 值 解析 分 文 ,zw (z) 是 x 的 单 值 解析 分 支 , 按 定义 wx (z) 一 
em 其 中 wi (&) 一 ee 一 ez 称 为 va 的 主 值 支 ， wi (z) 与 
wi (z) 相 差 因 子 e*”. 

由 于 wn (z) 一 二 ， 据 复合 函数 求 导 法 则 知 

(wr (2))' = eH avw! (Zz) = az 一 1 

当 a 不 是 整数 时 ,原点 及 无 穷 远 点 是 x" 的 支点 . 

下 面 讨论 寡 函 数 的 映射 性 质 ,我 们 只 讨论 a>>0 的 情形 . 

设 刀 是 角 域 0<argz<b, 并 限制 0 及 ob 在 0 与 2r 之 间 ， 
由 于 w 记 1(z) 和 wx (z) 相 差 因 子 e*” ,而 a 是 正 实 数 , 所 以 它们 相 
差 是 一 个 旋转 ,wi (z) 和 ws (z) 相 差 也 是 一 个 旋转 e*”“, 这 样 我 们 
只 要 考虑 主 值 文 we (z) 就 行 了 . 

w = wo (z) 一 ec 一 ee $ = alnz. 

我 们 已 知 y=alnz 把 角 域 0 和 argz<b 共 形 映射 为 带 域 0<Imy< 
ab ,让 一 e 又 把 这 个 带 域 共 形 映射 为 角 域 0 二 argw 二 a0,, 因 此 
ws (z) 把 开 度 为 0 的 角 域 共 形 映射 为 开 度 等 于 ab 的 角 域 (图 
4. 3) 

特别 地 , 当 a 二 n(n 是 不 小 于 2 的 自然 数 ) ,我们 可 取 六 一 全 ， 


则 wz" 把 角 域 0<argz<< 2 共 形 映射 为 角 域 0<argw<<2r. 当 。 
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= 一 ,zw 一 地 一 % 过 又 称 为 根 式 函数 , 它 有 ?个 不 同 的 单 值 解析 
8IBEZ 十 2KTr 
分 支 , 若 取 0 一 2x, 则 ww 二 wi (z) 一 YIz[e ” ， k=0, 1,， 
2 … .7 一 上 
y 
、 al0 ， 
ER 
O 0 “ 


图 4.3 
把 去 掉 正 实 轴 的 z 平面 0 二 argz 二 27 映射 为 个 角 域 2 一 


2 一 2 0,1,.…n—1)( 图 4.4) 


n 


argrw < 


图 4. 4 


4.4 三 角 函 数 和 双 曲 函数 
当 z 是 实数 时 ,由 Euler 公式 知 


1 和 中 量 1 [3 a 
e ”一 COSZ 十 1sInz， € “= coOsx — isinzx. 
ee eiz 一 e 一 还 


由 此 可 得 cosz 一 5 ， Sln 袜 一 可 
定义 4.5 当 z 是 复数 时 ,我 们 定义 
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COS e_ sin 本 
之 二 ， z 一 - 
2 21 


由 此 可 见 , 对 任 一 复数 z,Euler 公式 仍 成 立 
e” 一 cosz 十 isinz. 
三 角 函 数 有 下 列 性 质 : 
(1) 由 于 ee 及 e 都 以 2r 为 周期 ,所 以 sinz 与 cosz 都 是 以 
2r 为 周期 的 周期 图 数 . 
(2) sinz 是 奇 图 数 ,cosz 是 偶 函 数 . 
(3)“ 和 和 角 ?公式 成 立 , 三 角 学 中 其 它 有 关 正 弦 与 余弦 函数 的 
公式 都 有 效 , 例 如 
sin(z1 十 zz?) 一 SinzlcCoOSzy 十 COSZz1SInZ?， 
cos(z1 十 &y?) 一 COoszlicosz? 一 SInZziSlnz?， 


sin:z 十 Cos: 之 二 1]. 


1 


开 


2 
(4) 由 于 指数 函数 在 整个 有 穷 平面 上 是 解析 的 ,再 由 复合 函 
数 求 导 法 则 可 知 .sinz 及 cosz 在 有 穷 平面 上 解析 , 且 
(Sinz) 一 cosz，(cosz) 一 一 sinz. 
(5) sinz 的 零点 为 z 二 nT . (2 一 0， 士 1]…) 
cosz 的 零点 为 = 一 (2 十 考 ) (nm 一 0， 十 1,"…) 
(6) 在 复数 域内 不 能 再 断言 “|sinz| 委 1 |cosz| 志 1， 
例如 取 z==iy (3y 之 0) 刚 
ei 十 e710 @ 7 十 ey》 ey 
cos (1y) 一 2 7 > Bp 
只 要 y 充分 大 ,cosiy 就 可 大 于 任 一 预先 给 定 的 正 数 , 一 般 地 我 们 
可 证 得 |sinz | 与 |cosz | 都 是 无 界 的 ,其 它 复 变 数 三 角 薄 数 的 定义 


如 下 : 


sin 


trz 一 Ctoz = 
BX cosgz? sinz * 
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CSLC 之 一 


SeCw 一 Sinz， 


cosz ， 
定义 4.6 我 们 定义 复数 z 的 双 曲 正弦 、 双 曲 余 弦 、 双 曲 正 
切 . 双 曲 余 切 , 双 曲 正 割 , 双 曲 余 割 函数 分 别 为 : 


shz 一 。 一 e _ ， chz 一 上 > ， 
hx hz 

thz = pz cthz 一 村 ， 
1 1 

sechz 一 sz， cschz 一 sz 


chz 和 shz 都 是 以 2xi 为 周期 的 周期 函数 ,chz 为 偶 函数 ,shz 
为 奇 郑 数 ,它们 在 复 平 面 内 都 是 解析 函数 , 且 
. (chz)' = shz, (shz)' = chz. 
据 定 义 还 可 证 得 chiy 王 cosy， shiy 一 isin y。 
ch’z—sh’z=1, 
ch(zi;++z,) =chzichz; shzishz,. 
ch(z1z,) =shzichz,+chzishz,. 


4.5 反 三 角 函 数 与 反 双 曲 函 数 


我 们 先 从 反正 切 开始 ,由 正切 函数 > 一 tgw 所 定义 的 反 函数 
w 称 为 z 的 反正 切 函 数 记 作 ww 一 Arctgz， 


Te 一 ee ,， ziw _ 工 十 这 
由 于 之 一 1 ee iv 这 可 改写 成 -e 1—iz' 
所 以 
91tw = Ln I + < ， 
1 一 1g 


w 二 序 Ln 1 + 2 一 亢 [Ln(z 一 1 一 LnkGz 十 1) 十 i. 
因为 Ln(z 一 让 及 Ln(z 十 几 痢 是 多 值 解析 隔 数 ,所 以 Arctgz 也 是 
多 值 解析 函数 ,不 难看 出 z= 二 土 1 是 w 的 支点 ,但 z= 不 是 它 的 


支点 . 
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下 面 求 余 弦 函数 z=COsw 的 反 函 数 ， 

ee 可 解 出 ss VB 

即 Arccosz=w=—iLn(z+ vz’:—1). 

这 也 是 一 个 多 值 解析 聘 数 ,z= 二 土 1 与 z= 二 oo 都 是 Arccosz 的 


文 点 . 
正弦 盟 数 的 反 晒 数 芭 一 Arcsinz， 


| ， 


由 于 sin| 于 一 中 二 costww， 所 以 


之 一 COSTU 一 


w 一 Arcsinz 一 7 二 iLn(z 二 v22 一 上 )， 


我 们 来 讨论 双 曲 函数 的 反 函 数 
由 等 式 z=chw=— _， 可 解 出 忆 二 Ln(z 十 vx’ 一 1)， 


于 是 Arcchz 王 Ln(z 十 vz’ 一 1). 


同 理 可 得 Arcshz 一 Ln(z 十 vz 十 1). 
Arcthz=5Ln 7. 

它们 都 是 多 值 解 析 函 数 . 

三 角 函 数 及 反 三 角 函 数 的 映射 性 质 较 复杂 ,我 们 不 在 此 讨论 
了 . 

例 1 试 证 :在 将 > 平面 适当 割 开 后 ,函数 f(z)= VY (一 )z 
能 分 出 三 个 单 值 解析 分 支 , 并 求 出 在 z==2 取 负 值 的 那个 分 支 在 
z 二 i 的 值 . 

证 〈1) 当 zz 沿 仅 包 含 z=0 的 简单 闭 曲 线 c: 绕 行 一 图,z 的 


辐 角 增加 2r,1 一 = 的 辐 角 未 变动 , rz) 的 辐 角 增加 了 人 

当 > 沿 仅 包 含 x=]1 的 简单 闭 有 曲 cs 绕 行 一 圈 ,1 一 > 的 辐 角 增 
加 2r, 而 z 的 辐 角 未 变动 ,所 以 f(z) 的 辐 角 增加 了 和 

当 z 沿 包含 z=0 及 z 二 1 的 简单 闭 曲线 按 负 向 绕 行 一 轩 ， 
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f(z) 的 幅 角 改变 了 一 十 | 一 一 27, 因 此 z=0 及 z 二 1 为 


了 f(z) 的 支 点 ,而 z= 二 oo 不 是 支点 ,因此 在 割 去 线段 0 委 Rez 和 1 的 > 
平面 上 能 分 出 三 个 单 值 解析 分 支 
(2) 设 = 一 re 和，1 一 > 一 re ， 


3 2 {ze )+0, {z ?十 2 
则 户 (z) 王 VCz)rs(Czh)e 3 ,上 二 0,1,2， 


当 z 二 2 时 , 90, 二 0， es 二 2; rs 二 1， 
所 以 fi Yore “， 当 且 仅 当 = 1 时 ,fi(2) 取 负 值 . 


201 (2) 二 OC2) 二 2% 
1. 2 


故 所 取 分 支 为 万 (2) = VriCz) rz)e 3 ， 


"+4 ji 
f= Yiile ” =— $2e®, 
例 2 证 明 在 将 zx 平面 适 当 制 开 后 ,函数 f(z)= 二 (z 一 a)"(z 一 
5) 能 分 出 无 穷 多 个 单 值 解 析 分 支 . 其 中 a,b 是 不 同 的 复 常数 ,a， 
B 为 无 理 数 的 实 常 数 . 
证 设 > 一 zc 一 reaz 一 5 一 re , 则 
f(z)= (z 一 af(z 一 A 一 esLn(z 一 a) 十 PLn(z 一 人 
_ Ar ksk, = 0， 士 1. 


一 7 roe cb 十 pbo)ie C2akim 十 2kzroOi 


因此 对 于 不 同 的 分 支 ,f(z) 的 值 相差 因子 ee“ 

设 Ci 是 其 内 部 包含 点 z 二 a 而 不 包含 点 z==6 的 简单 闭 曲 线 ， 
当 z 沿 Ci 按 逆 时 针 方 向 绕 行 一 圈 时 ,= 一 a 的 幅 角 增加 了 2r， 而 
z 一 5 的 幅 角 未 变动 ,因此 六 xz) 的 幅 角 增加 了 2ra, 因 v“ 是 无 理 数 ， 
故 当 z 沿 Ci 绕 行 一 圈 时 ,f(z) 从 一 个 分 支 变 为 男 一 个 分 支 ,因此 
z 二 a 是 f(z) 的 支点 , 同 理 z==b 也 是 f(z) 的 支点 . 若 C 是 其 内 部 
同时 包含 点 x 二 a 与 zx 一 的 简单 闭 曲 线 , 当 = 沿 C 按 顺 时 针 方 向 
绕 行 一 圈 时 ,jz) 的 幅 角 减少 了 (ao 十 6p)2r, 于 是 = 一 ce 是 f(z) 的 
文 点 ,我 们 可 取 分 别 由 <a,2 到 ce 连接 起 来 的 简单 曲线 作为 割 线 ,在 
具有 这 种 割 线 的 区 域内 ,jz) 可 分 出 无 穷 多 个 单 值 解析 分 支 . 
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第 三 章 ” 复 变 函 数 的 积分 


复 变 函数 的 积分 是 研究 解析 函数 的 重要 工具 . 本 章 主要 内 容 
是 建立 柯 西 定理 和 柯 西 积分 公式 ,它们 是 复 变 函数 论 的 基本 定理 
和 基本 公式 . 由 这 些 公式 得 出 解析 函数 具有 任意 阶 导 数 及 最 大 模 
原理 等 重要 性 质 . 


9 1 复 变 函数 的 积分 概念 与 性 质 


1.1 积分 的 概念 


为 了 叙述 上 的 简便 ,今后 我 们 所 提 到 的 曲线 ( 除 特别 说 明 外 ) 
都 是 指 光 滑 的 或 逐 段 光滑 的 简单 曲线 ,对 逐 段 光滑 的 闭 简单 曲线 
亦 可 称 为 围 线 , 闭 人 简单 曲线 亦 称 为 约 当 曲线 . 

定义 1.1 设 了 消 数 f(z) 二 w(xz,y) 十 iv(zx,Yy), 在 带 域 D 内 有 
定义 ,D 内 曲线 c: z= 二 z(t) 二 Tz0) 十 iy(1) (a 过 Bp) 以 4a 二 z(a) 为 
起 点 ,5 二 z(B8) 为 终点 ,将 曲线 c 任意 分 割 ,分 点 依次 为 4a 二 zo ,zi， 


2 2 一 0 在 每 一 小 统 段 上 任 取 点 之 天 ' Ez izi(k=1,2,.n), 记 
| Az | 一 max |zx 一 zi-1|, 当 分 点 无 限 增多 , 且 | Az | 一 9, 若 和 式 


Df an) 一 24-1) 存在 极限 , 则 称 此 极限 为 函数 f(z) 沿 着 有 加 


曲线 c( 从 < 到 2) 的 积分 ,并 记 为 
| reoaz = lim De) HD 


1 Az | 0 *=1 


此 时 称 f(z) 沿 c 可 积 ,c 称 为 积分 路 径 ( 图 1.1). 当 c 是 一 条 闭 曲 
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图 1.1 


线 时 ， | fea 表示 沿 c 的 正 向 积分 ,而 | feds 表示 沿 c 的 负 
向 积分 . 其 中 闭 曲 线 c 的 方向 规定 如 下 : 当 观察 者 沿 c 绕 行 时 ,车 
c 的 内 部 在 观察 者 的 左边 ,就 规定 这 绕 行 方向 为 正 向 ,反之 ,就 规 
定 为 负 向 . 


1.2 复 积 分 与 实 积分 的 关系 


设 曲线 c: > 一 z(t 一 zt 十 iy( 人 (ai 魏 0) 
分 点 记 为 zi 二 zw 十 iys， 记 2 一 各 十 i 庆 Am 一 不 一 Zi， Ayn 
一 闪 一 (CR 一 1,2, 7) 男 数 三 xz) 一 4Czy) 十 让 (zy)， 和 式 


ni 


Df Azs = Dy {ul m) + iv(é,, 7) JLAz, + iAys]}, 
k= 1 


一 1 


fe) Az -一 [uli Tm) Az — vs.) Ayi | 十 i > [Lv(é,, 
k=] ， k=1 


nAxs + ub nD) Ay, |. 

在 数学 分 析 的 曲线 积分 中 知道 , 当 w(xz,y), v(x,y) 在 c 上 连 
续 时 ,上 式 右边 的 极限 存在 , 且 为 | wdz 一 vdy 十 让 vdz 十 wdy 因 
此 得 到 

定理 1.1 设 f(z) 在 带 域 D 内 有 定义 , 了 f(z) 二 u 十 wv 在 D 
内 的 曲线 c 上 连续 , 则 f(z) 沿 曲线 c 可 积 ; 且 有 
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| fez)de 一 | az 一 vdy 十 | vdz 十 udy. (1. 2) 


设 c; z 一 z(2) 一 z0) 十 iy() (a<t<<B), 起 点 对 应 于 ww 终点 对 应 
于 8, 则 有 / 
| 7eodz = | flz W]e Wd. (1. 3) 
事实 上 ,(1.2) 右 边 的 积分 可 写成 Riemann 积分 的 形式 ， 
| udz — vdy =| [uz ,yz 0) — wz) ,yy GD]d 


8 
|vaz + udy =| [oCz 0) sy 4 ur) ,yy 0) dt 
所 以 
月 
|reodz =| [zczdyyG) + iv Crt) ,yO Tz 0) + iy' G0) jd 


8 
=| f[zC) jz (1)dr. 


因此 我 们 可 把 f(z) 沿 曲线 < 的 积分 化 为 1(z) 关 于 曲线 c 的 参数 : 
的 定 积 分 . 


1.3 积分 的 性 质 和 计算 


由 于 复 函 数 积分 的 概念 类 似 于 实 函 数 积分 的 概念 ,同时 一 个 
复 积 分 又 定义 了 两 个 实 函 数 曲 线 积分 ,因此 它 将 保留 实 印 数 积分 
的 有 关 性 质 . 

设 f(z), g(z) 在 曲线 c 上 都 是 可 积 的 , 则 


GD | af(z)dz = a| f(z)dz. (a 为 复 常数 ) 
2) | [rco + gC)Jdz = | fe)dz + | gc)dz 
(3) | Areodz -一 | faz. 
CD) | fC)dz = | fd + | fod 其 中 曲线 c 由 ci 与 c 
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拼接 而 成 . 
(5) 设 c 的 长 为 l， MM 二 max|7(z)| 则 有 


faz < {fe asl < Mas = Mi 
事实 上 ,对 下 面 不 等 式 各 边 取 极限 就 得 出 上 面 不 等 式 
Df!)as)< DD lenl< Man 

隆 质 (5) 是 一 个 重要 的 不 等 式 ,在 复 函数 理论 中 它 将 是 一个 有 力 的 
工具 

例 1 计算 积分 | z*dz ,其 中 曲线 c 是 从 原点 到 一 1 二 Y 3i 
的 直线 段 

解 “ 由 定理 1. 1, 可 知 积分 | x?dz 是 存在 的 . 

f(z)=u+iv=2 = 7 y +i2ry, 


于 是 
UT VY) = Ty vr yy) = 27Yy. 


由 (1. 2) 得 

| zad。 一 | ce — ydzx 一 2xzydy 十 i| 2zydz 4 C2 ydy 
曲线 c 的 方程 :y 二 Vv 3 x (0 委 z 委 1)， 

| ce — y)dzx — 2zxydy =| ce 一 3z2)dz 一 | zz Vv37V3dz 


I 8 
2 
=| 8xdz 3 


| 2zydz 十 〈 — y’)dy =| [2z + V3z+ zx — 37) Vv 3 Jdzx 
_0, 
因此 | zaz = 一 号 
如 果 我 们 通过 < 的 参数 方程 * 一 =(z)， 利 用 公式 (1. 3) 直 接 计 
算 积分 | f(z)dz 比较 容易 ,例如 在 上 例 中 ， 
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(O01) 


曲线 c: z= 二 z() 二 (十 Vv 3 iz， 
dz 一 (1 十 Vv 3 idz, 


22 一 (1 十 vv3i22， 
由 (1. 3) 得 
| zdz=|a+ vad = 再 填写 8. 
C 0 3 3 
一 dz ,其 中 C 是 上 半 单 位 圆周 ,起 点 为 z 
.0+ 2x 


个 2 i pa 
12 计算 积分 | -大 
解 ” 由 于 取 分 支 AT = 一 1, 所 以 Vz = VzTe 人 = 


。ie*d0 一 一 | egae 
D 


a. ， 
一 v|zje5 , 设 曲 线 c;z==e’(0 过 9 之 x) ,于 是 
”1 


A 
2 


[大] 
c 0—e@e 


所 全 
9 . 
二 一 2e 2 | 一 2 一 ?1. 


n 


n 天 一 1 


例 3 证 明 积分 
| (2 adz = I 
< 0, 


其 中 ?为 整数 ,ce 为 圆周 |z 一 a|==r (六 0)7 的 正 向 , 即 沿 送 时 针 


问 . 
解 cc;z 一 4 二 re™ (O027) 
27 . 27 
| (z — a)"dz =| re”™ »。ire”d0 一 "| etVd0 
C 0 
2 | 
一 ic [cos(n 十 1)0 十 isin(2 十 1)0]d0 
0 
人 当 7 一 一 工 


这 个 积分 较 重 要 ,后 面 将 多 次 用 到 它 . 
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$ 2 柯 西 积分 定理 


根据 连续 函数 f(z) 的 积分 定义 ,一般 说 这 种 积分 的 数值 不 仅 
依赖 于 被 积 函 数 ,而 且 依 赖 于 所 取 的 曲线 c. 人 们 要 间 ,f(z) 应 满 
是 怎样 的 条 件 , 才 能 使 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 ,积分 值 与 积分 路 
径 无 关 ,1825 年 柯 西 给 出 如 下 的 定理 ,回答 了 上 述 问题 . 


2.1 柯 西 基本 定理 

定理 2.1 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 , 则 对 于 DD 内 
任 一 条 简单 闭 曲线 c, 有 

| fds 一 0. (2. 1) 

在 当时 证 明 这 条 定理 时 ,附加 了 条 件 “ 设 函数 的 导数 六 (z) 在 DD 内 
是 连续 的 >, 在 这 一 假定 下 ,证 明 就 方便 多 了 ,事实 上 , 设 f(z)= 
ux,y) 十 iv(z,y), 由 于 f(z) 在 D 内 解析 及 f(z) 在 D 内 连续 , 则 
ul(z，y)，v(z，y) 在 DD 内 处 人 处 存在 一 阶 连续 偏 导 数 , 且 满 足 C-R 条 
件 ， 


由 格林 公式 


| zaz + Qdy = 由 2 _ $ | dee, (G 为 c 所 围 区 域 ) 


因此 积分 
| f(z)ds =| udz 一 - vdy 十 | vdz + udy 


-人 


上 述 附 加 条 件 较 强 ， 在 1900 年 十 萨 (Goursat) 去 除了 了 f(z) 在 总 内 
连续 的 假定 ,只 要 求 jz) 在 单 连 通 域 刀 内 解析 ,但 证 明 方 法 比较 
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心烦 ,首先 简单 介绍 一 下 这 个 证 明 的 思路 :因为 任意 一 条 逐 段 光滑 
曲线 可 被 折线 和 逼近 ,因此 如 能 证 明 对 于 任意 一 条 闵 折 线 定 理 成 立 
的 话 , 那 就 能 证 明 对 于 任意 曲线 定理 亦 成 立 , 而 在 任意 一 条 闭 折线 
上 的 积分 又 可 分 成 阁 干 个 在 三 角形 上 的 积分 和 ,为 此 问题 又 化 简 
为 只 要 证 明定 理 对 于 任意 一 个 三 角形 边 上 的 积分 为 零 即 可 . 

下 面 仅 对 c 为 一 个 三 角形 周 界 的 情况 给 出 定理 的 证 明 : 

设 c 为 万 内 任 一 个 三 角形 A( 图 2. 1)， 


设 reopaz 一 M. 

我 们 来 证 明 M=0. 二 等 分 三 角形 A 的 每 一 边 ,两 两 连接 这 些 
分 后, 给 定 的 三 角形 被 分 成 了 四 个 全 等 的 三 角形 ,它们 的 周 界 分 别 
是 Al, 人 A;,A;, 人 A, 则 


| reoaz= | +| +| +| (2. 2) 


”因为 在 这 里 沿 每 一 条 连接 分 点 的 线段 上 ,积分 恰好 按 相反 的 方向 
取 了 两 次 ,因而 互相 抵消 . 由 (2.2) 沿 周 界 Ai(4 二 1,2,3,4) 中 至 少 


有 一 个 所 取 的 积分 的 模 不 小 于 了 ,比如 说 ,假定 这 个 周 界 是 A,: 


Acadz| > 天 对 于 这 个 三 角形 周 界 A,, 和 前 面 一 样 , 把 它 分 


成 四 个 全 等 三 角形 ,其 中 一 个 的 周 界 Am 满足 | | 。f(z)dz | 之 
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27 ,无 限制 地 继续 这 种 作法 ,得 三 角形 序列 ,其 周 界 分 别 为 
A 一 AD， Al 一 AD，AG2.Ac…， 
其 中 每 一 个 包含 后 面 一 个 , 且 有 下 列 不 等 式 ， 


| fd > Cn 一 0,1,2，…) (2. 3) 


用 U 表示 周 界 A 的 长 度 ,于 是 周 界 A” 的 长 度 是 去 Cn 二 1,2,…)， 
现在 来 估计 | ,f(z)dz 的 模 ,由 于 三 角形 序列 中 每 一 个 包含 它 后 


面 的 全 部 三 角形 , 且 人 >0Cn>o0), 如 同 数学 分 析 中 闭 和 矩形 套 定 
理 可 得 存在 zo 属于 序列 中 所 有 三 角形 ,又 因 f(z) 在 xz。 有 导数 
A (zo) ,所 以 ， 任 给 e>>0, 可 找到 和 >0, 使 得 妆 0 到 |z 一 zo| < 时 ， 


有 
f(z) 一 f(z0) 


之 一 0 


— f'(zo)|<e. 


即 
[fz2) — f(z0) — (zzo)f (zo)| elz—~ zl. (2.4) 
显然 , 当 充分 大 时 ,A 包含 在 以 zo 为 中 心 以 6 为 半径 的 上 述 圆 


内 ,因此 当 =E Am 时 ，(2. 4 成立 , 且 这 时 | 一 za|<< 污 ,从 而 | /cz) 


—f(2)— (2—z)f (0) | < oe 
其 次 ,由 于 
.wdz 一 0， | 。zdz 二 0. 
我 们 有 
| wf = |, [fCz) — fx) — Cz — zo)f' (20)Jdz. 


于 是 当 充分 大 时 ， 
| 7d 


| sf) — f(z0) 一 (z— zo)f (zo) |dz 
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(2. 5) 


比较 (2. 3) 及 (2.5) 有 


2 
< 二 


即 M 过 eU?, 由 于 8 可 取 任 意 小 正 数 ,所 以 M=0. 
2.2 柯 西 定理 的 推广 


定理 2. 2 设 c 是 一 一 条 简单 闭 曲 线 ,D 为 c 之 内 部 , 夺 f(z) 在 
DD 内 解析 ,在 万 =D 十 c 上 连续 , 则 | f(z)dz = 0 

在 定理 2. 1 中 要 求 f(z) 在 c 上 及 c 的 内 部 均 解 析 , 现 在 只 要 求 
f(z) 在 c 上 及 4c 的 内 部 连续 ,在 c 的 内 部 解析 ,显然 这 里 的 条 件 减 
弱 了 ,我 们 亦 只 给 出 证 明 思 路 :在 DD 内 取 一 串 闭 曲线 c,， 当 nn 一 oo 


时 ;cs>c. 由 于 属于 D. 因此 由 柯 西 基本 定理 得 | fiz)dz = 0 


然后 再 过 渡 到 极限 ,利用 f(z) 在 闭 域 D 上 的 连续 性 ,以 及 c, 一 c， 
就 可 证 得 
| fds 一 lim| f(z)dz = 0. 


柯 西 定理 的 另 一 推广 是 DD 为 多 连通 区 域 情况 

定义 2.1 设 曲线 玉 是 由 
2 十 1 条 闭 曲 线 c，cl ，c* ，…，c， 组 
成 ,其 中 cl，cz，…，cn 互 不 包含 
又 互 不 相交 且 都 含 于 闭 曲 线 c 的 
内 部 , 称 曲 线 厂 二 c 十 cT 十 cz 十 …… 
十 c 是 由 c，cl，cr，…，c, 组 成 
的 一 条 复合 闭路 ,其 正 向 为 :c 取 
逆 时 针 方 向 ,ci 二 1,2,…,n) 取 
顺 时 针 方 向 ,由 本 围 成 的 区 域 为 
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多 连通 区 域 ( 图 2. 2). 
定理 2.3 设 刀 是 由 复 围 线 卫 一 < 十 c 十 c 十 … 十 cz 所 围 成 
的 多 连通 区 域 , 设 f(z) 在 DD 内 解析 ,并 在 D==D 十 修 上 连续 , 则 
GD | fos)ds = 0， 


(2) | epaz = | f(z)dz 十 | fz)dz 十 … 十 | f(z)dz, 


证 取 条 互 不 相交 日 全 在 DD 内 的 

(端点 除外 ) 辅 助 曲线 工 ,, 工 ;，,…, 工 , 作为 
” 割 线 ,用 它们 将 C 顺 次 把 ci，cs，…,c, 连 
接 , 设 想 将 DD 沿 割 线 割 破 , 割 破 后 的 区 域 
DD 就 是 单 连通 的 (图 2. 3 是 n= 二 2 的 情形 )， 
对 割 破 后 的 区 域 刀 及 其 边界 c 应 用 定理 
2. 2 就 有 


| fc)d: 一 0. 
由 于 沿 着 辅助 曲线 辣 ，… 忆 的 积分 ,正好 从 不 同 的 方 回 各 取 了 一 
次 ,在 相 加 的 过 程 中 互相 抵消 ,于 是 得 到 
| fd 一 0. 
由 于 太一 c 十 cT 十 cy 十 十 局 
所 以 由 上 式 可 推 得 
| f(ae 一 | f(z)dz 十 | f(z)dz 十 … 十 | f(z)dz. 


2.3 原 函 数 与 不 定 积分 


定义 2.2 罕有 (zz) 的 导数 等 于 f(z)， 则 称 (z) 为 f(z) 的 一 . 

个 原画 数 . 
“如 同 实 变 函 数 情形 一 样 , 可 得 函数 f(x) 的 原 函 数 全 体 是 F(z) 
十 c, 其 中 < 为 任意 复 常数 , 称 它 为 f(z) 的 不 定 积分 . 
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由 柯 西 定理 知道 ,在 单 连通 域 D 内 解析 函数 f(z) 沿 着 DD 内 
任何 闭 曲 线 的 积分 为 零 ， 因此 对 于 任 两 点 zo，» 之 ED,， 站 分 


| Ace 此 只 与 zz 有 关 , 而 与 连接 zz 的 路 径 无 关 , 当 zx 固定 时 ， 


积分 | 7(5) 尼 将 是 = 的 函数 
定理 2. 4 设 函 数 f(z) 在 单 连通 域 D 内 解析 ,点 zo。,zED，. 
则 函数 
FG =| /fa 
在 万 内 解析 , 且 Fr (2) 二 f(z). 


证 我们 从 导数 的 定义 来 证 明 本 定 
理 , 任 取 点 zED, 在 z 点 附近 任 取 点 z 十 


AzED， 由 于 积分 | fC)dt 与 积分 路 径 图 2.4 
无 关 , 取 图 2. 4 中 路 径 ,于 是 
F(z 十 Az) 一 F(z) = | fat 一 | fd 


-| fd 


因为 f(z) 在 DD 内 解析 ,显然 在 DD 内 连续 ,因此 对 于 任 给 的 = 之 0， 
存在 6 汪 0,， 当 | 一 z| 二 6 时 , 恒 有 | 了 (0) 一 f(z) | 二 e 成立, 不 妨 设 
|Az | < 人 ， 


Bs 十 人 — F(z) f(z) 
之 


-2 | fear — [eat 


] 站 和 = ] 
< 二 | [|f (6) — f(z)| [dl < TAzT "e. |Az | = e. 


改 
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F'(z) = lim 
Az—0 


定理 2.5 若 函 数 f(z) 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 ,pCz) 为 f(z) 
| fd 一 wz) — pz). zorz €D) 


证 令 F(z) =| fl)d ,由 定理 2. 4 知 F'(z) 二 f(z) 


由 于 gz) 二 f(z) 因此 pz) 二 F(z) 十 c 《c 为 常数 ) 
pz0) 一 下 (zo) 十 c 一 0 十 cc 三 人， 


故 
| fds = FO) = ra 一 < 一 YeD 一 Yeo)， 
这 定理 表明 :解析 函数 积分 的 计算 有 类 似 于 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公 
式 ， 
XTX? 十 2X 十 > 二 
加 1 计算 | edz , 其 中 是 上 半 国 周 ”” ,起 点 
?之 0 
为 之 二 00. (图 2. 5) y 
解 ” 函 数 f(z)= 二 e’ 在 zz 平面 
上 解析 ,于 是 
| edz 一 | e*dz 
Ter|i’=T(e 1) 一 5 0 二 


一 一 sin2 十 1(]1 一 cos2). 图 2.5 


例 2 计算 积分 | 空 , 其 中 c 分 别 为 下 列 曲线 
(1) 右 半 圆周 了 | 一 1， Rez 宇 0, 起 点 z= 二 一 i. 
(2) 左 半 椭圆 全 十 1，Rez<0, 起 点 为 一 i 
解 ” 如 图 2. 6 所 示 右 半圆 周 为 c,, 左 半 椭 圆 为 >， 
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) 二 除 原点 外 处 处 解析 ,在 区 域 一 +<argz<x 内 ,有 原 函 
数 Inz， 所 以 


| 5 dz dz _ jn 一 lni— ln(— i) 
一 i 之 xz 一 一 i 
= 下 一 | 一 世 一 xx 
2 21 一 i 
(| 全 = | di 
c» ~ c 2 cfc ~ 


图 2.6 图 2.7 


例 3 计算 | 路 二 4dz， 其 中 c: |z| = 2 取道 时 针 方向 
2z 十 1 3 2 

解 2 一 1 zz 一 1 zz 十 | 

作 复合 闭路 也 =c 二 cr 十 c，( 如 图 2.7 所 示 ), 则 


5z 十 ]， 5z 十 1 5 十 1] 
=| | 2 1; 
而 
5z 十 1 3 2 
| zl -| it] si 
及 外 
5 之 十 1 | 汉 | : 
| 一 了 dz 一 Tdz 十 dz = dri, 
因此 


十 jdz 一 一 6ri 十 471 一 10ni, 


$ 3 柯 西 积分 公式 及 其 推论 


在 区 域内 解析 , 在 D 上 连续 的 孙 数 f(z), 它 在 边界 上 的 值 决 定 
了 它 在 DD 内 任意 一 点 的 值 . 


3.1 柯 西 积分 公式 


定理 3.1 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 
解析 ,在 D=D 十 C 上 连续 (曲线 c 亦 可 
是 复合 闭路 ) , 则 对 于 DD 内 任 一 点 z，、 有 


jep = 而 | 2 G3.D) 

证 ” 设 x 是 区 域 刀 内 的 任 一 点 , 函 
数 芝 号 在 DD 内 除去 = 一 xm 外 解析 , 作 以 zs 为 中 心 ， 以 p 为 半径 的 
小 加 周 lz 一 zo 一 p( 图 3.1), 它 与 曲线 c 不 相交 ,在 以 。 及 6 所 


围 的 区 域 上 ,利用 柯 西 定理 可 得 


1 人 /f(z) dz 十 工 7Cz) j 


SAI 一 Zo 2ri),- 2 — zo 


其 中 cz 表示 cr 的 顺 时 针 方向 ,由 上 式 得 到 
1f Ai 1 Ac 


图 3.1 


2T1LJ .> 一 之 0 2T1LJ ,0 
这 表示 上 面 等 式 右 端 的 积分 与 6 无关 ,为 了 要 证 明定 理 ,只 要 
证 明 四 
lim 了 f(z) dz = f(z0). (3. 2) 


p>0 271), 之 一 之 0 


事实 上 ,由 于 f(z) 在 zz 处 解析 ,因此 它 在 z 一 zo 处 连续 , 即 任 给 
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ce 之 0, 了 9>0， 使 得 当 |z 一 zo|<8 时 ,就 有 |Jz) 一 Fo)|1<e, 因 
此 当 p 二 6 时 ,在 圆周 C, 上 的 点 = 都 满足 |z 一 zo| 一 2C<6,， 从 而 
|<s, 于 是 


f(z) ACS dz rz ) 


二 | 20 = 


2rij 。 之 一 20 2rij 。 之 一 20 


1 f(z) d 1 (20) 1 dz 
ww 一 


< 一 上 7) 一 7 Cso)| ,| 


2 cp |z 一 zo| 


1 &€ 
ox "0 P= 


这 就 证 明了 (3. 2), 因 为 zo 是 DD 内 任意 一 点 ,所 以 (3.1) 成 立 ， 
推论 3.1 设 函 数 f(z) 在 区 域 |z 一 z。| 二 R 内 解析 ,在 闭 区 域 
jz 一 zo|j 委 尺 上 连续 , 则 有 


f(z0) 一 去 | zee +re’)db. (0<=r 过 RR) 
这 个 公式 称 为 解析 隆 数 的 平均 值 公 式 . 
证 ”应 用 柯 西 积分 公式 得 
f(z,) = 2) das (0 <=r 过 RR), 


2 |= 一 zo | 一 > 之 一 之 0 


令 z 一 zo 十 re*, 代 人 上 式 , 得 到 
1 2r f (zo + re 2) iei2d0 
re 


2rijJ。 


f(zo)= 一 
去 | f(z, 十 re)d0. 


例 1 计算 | 二 吧 寺 ,其 中 cz| 
一 3 的 正 辐 
解 f(z) 王 二 ， 在 c 内 有 两 个 图 3. 2 
奇 点 zx 一 0 和 zx 二 一 2， 取 较 小 o>0， 作 圆 ci:|z| 王 2 和 c: |z 十 2| 
一 0, 如 图 3. 2 所 示 ， 
则 
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| | + 
2? 十 去 oo 二 ,ZT 22 
] 


=| = ~ dz 


= 十 + 
之 十 2 2 二 必 


一 2Tl 各 


3.2 解析 函数 的 高 阶 导数 


利用 柯 西 积 分 公式 可 以 证 明 解 析 函 数 的 一 个 重要 性 质 , 即 解 
析 函 数 的 无 穷 可 微 性 . 

定理 3. 2 设 区 域 DD 的 边界 为 复合 闭路 , 设 函 数 f(z) 在 D 内 - 
解析 ,在 蕊 =D 十 C 上 连续 , 则 f(z) 在 D 内 有 各 阶 导 数 , 且 对 任 一 
点 zoED, 有 


fw) = de. (3. 3) 


ZN (ZO— zo) 

证 ”我们 用 数学 归纳 法 证 明 . 这 里 仅 对 2 王 1 时 的 情况 进行 论 

证 ,其它 情况 类 似 可 得 , 设 zo 是 DD 中 任 一 点 , 任 取 Az, 使 zo 十 Az€ 
D, 按 柯 西 积分 公式 有 


f(z) 
f (zo 十 Az) = | Ze FF Az) 
由 此 可 得 
f(zo 十 Az) 一 f(z0) 
Az 
了 fz) 1 __[( f(z) 
-过 [ z 一 《zo 十 Az) < 之 一 odz | /az 
f(z) . 
-区 | GA ed (3. 4) 
S 万 > 一 和 \ f(z) 
从 形式 上 看 ,上 式 右边 当 Az 一 0 时 将 趋 于 11 de ,下 


面 我 们 按 复 变 函数 积分 估计 其 模 的 方法 来 得 出 上 述 结果 . 
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二 f(z) f(z) 
2rlJ。(z 一 zo 一 Az)(z 一 Zo) - 充 | (z 一 人 二 
加 Azf (z) 

一 庄 | (z 一 zo — Az)(zC— sd 


一 ~ 


< 2 |f (2)| 
|z 一 zo 一 Az| |z— zo zlde|. 
] 


令 dd 一 min jz 一 zo|, 工 是 c 的 长 ,， M= max|f(z)| 而 全 二 13 了 


一 zol? 
|z—zo—Az| |z—zo|— |Az| 全 dd 一 |Azl| Taz1 < 5 3 


所 以 


了 


f(z) | 1 f (z) 


过 | (一 2 一 Azyz 二 2) ”2rij.(z 二 zd 
IAz| MM.2 ML 
S 2 下 二 IAz| > 0. 


当 Az 一 0 时 ,因此 对 (3. 4) 两 边 取 极 限 得 
ff _1i Tt Ah) 一) 
(zo) =lm 


f(z) 
=lim 吉 | (z 一 之 og 一 Az)(zC— ZI 
1 f (z) 
二 | ey dz, 


oni 


由 这 条 定理 可 以 说 明 下 面 二 点 ， | 
(1) 对 解析 函数 f(z) 求 导数 ,可 在 积分 公式 f(x) 一 


工 | 和 各 dt 中 积分 号 下 对 参数 z 求 导数 得 出 ,并 逐次 求 导 ,可 得 


出 f(z) 的 高 阶 导数 公式 (3. 3). 
(2) 解析 函数 f(z) 具 有 无 穷 次 可 微 性 ， 这 一 点 与 实 消 数 有 本 
质 的 差别 . 
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3.3 莫 瑞 拉 (Meorera) 定理 与 刘 维 尔 (Liouville) 定 理 


定理 3. 3 (Morera 定理 ) : 若 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 
连续 ,并 对 D 内 的 任意 围 线 c, 有 | f(z)dz 一 0 则 ,f(z) 在 DD 内 解 
z 

证 设 z。 为 DD 内 一 固定 点 , 则 变 上 限 的 积分 | f(ydt, = € 
DD 确定 一 单 值 函数 (z), 从 定理 2.4 的 证 明 过 程 中 ,我 们 可 知 若 
f(z) 在 单 连通 域 刀 内 连续 , 且 对 万 内 任意 围 线 c 有 | f(z)dz 一 0， 


则 函数 F(z) = | FG5)d5 在 DD 内 解析 , 且 F'(z) = f(z), 又 据 解 


析 函 数 的 导数 还 是 解析 的 ,所 以 f(z) 在 DD 内 解析 . 
其 实 , 莫 瑞 拉 定 理 是 柯 西 定理 北 定 理 , 下 面 利用 定理 3. 2 得 出 
柯 西 不 等 式 , 这 是 一 个 重要 不 等 式 . 
定理 3.4” 设 函数 f(z) 在 圆 |z 一 zo | 二 R 上 解析 ,县 |f(z) | 过 
M, 则 


[fF (20) | < (2 一 1;,2,…) (3. 5) 
证 ”由 高 阶 导数 公式 (3. 3) 知 对 任意 的 +<R, 就 有 
/0 一 菇 | md 
因而 有 : 
f(z) | 人 ，27xr 一 -2 GO 一 1,2，…) 


上 述 不 等 式 对 任意 的 7 二 R 都 成 立 , 令 ”一 尺 得 到 (3. 5). 

利用 柯 西 不 等 式 , 我 们 又 可 证 得 下 面 的 重要 定理 . 

定理 3.$ (Liouville 定理 ) 者 函数 f(z) 在 全 复 平面 上 解 
析 , 且 有 界 , 则 f(z) 必 为 一 常数 . 

证 设 zo 是 任 一 复数 ,考虑 圆周 |z 一 zo | 一 R, 由 假定 ,存在 常 
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数 MM, 使 对 一 切 z， 有 |f(z)| 志 MM, 据 柯 西 不 等 式 (3.5) 有 |f' (zo) | 
<< 奖 ， 令 R> 十 中, 得 到 了 (so) 二 0, 由 于 zo 的 任意 性 ,所 以 对 于 一 
切 xz， 三 (z) 一 0， 故 f(z) 是 一 常数 . 
例 2 设 函 数 F(z) 在 闭 域 万 =D+TC 上 解析 ,C 为 万 之 边界 ， 
M 一 maxi| yj(z)| ,证明 
| zx)| 委 MM， zED 
证 ”对 于 任 一 zED， 有 


AH 
(fh| de, 
于 是 有 
jor= | ET a < 2 HE lar 
1 MM 
Sr" dt 


其 中 M=—max|f(2) | ， 4 一 min 改 一 >| ， 工 为 c 之 长 上 度 . 


从 而 , |f(z)|<M| 过 | “>M， 当 n>oo 时 ,因此 , |f(z)|< 
M (zED) 

此 例 表明 ,解析 函数 模 |f(z) | 在 C 的 内 部 的 值 不 超过 它 在 边 
界 C 上 的 最 大 值 ,这 就 是 最 大 模 原理 . 我 们 在 下 一 章 中 将 给 出 最 
大 模 原理 的 一 般 证 明 . z 


例 3 计算 积分 一 | -yidz ,其 中 是 不 经 过 点 0 与 点 


1 的 任何 财 曲 线 , 沿 正 向 积分 
解 西数 7(z) 一 二 2 ;有 两 个 奇 点 = 一 0 与 * 一 1， 对 曲线 < 
分 下 面 几 种 情况 来 考虑 


(1) z 二 0, 1 在 c 外 部 ,由 柯 西 定理 知 1=0. 
(2) z 一 0 在 c 内 部 ,z= 二 1 在 c 外 部 , 则 由 柯 西 积分 公式 知 


5b2 


Sinz 


7 一 2 (1 一 之 ) z 一 0 =0. 
(3) z= 二 1 在 c 内 部 ,z= 二 0 在 c 外 
部 , 则 由 高 阶 导数 公式 知 
. 11 sinz), 
1 =2ni .| 一 i 


一 NXi(2cosl] 一 sinl). 
图 3. 3 所 示 复 合 闭 路 全 =c 十 ci 十 cz , 则 由 柯 西 定理 推广 知 


7 -| 远 Sinz ride 十 |. Sin dz 


z(1 一 > 六 
.Sinz 2ri _ sinz|, 
一 (1 一 2) | -0 21! 之 z=1 


~—xi(29cosl 一 sin]). 


例 4 车 c 是 上 半圆 周 |z|==a 关 1，Imz 之 0, 求 积 分 
(0) | -至 5 关 1)， 此 处 表示 积分 沿 曲 线 c 从 一 a 到 a 


z 1 
解 ”函数 jz) 一 ji 十 束 在 上 尘 


平面 内 只 有 一 个 奇 点 z 二 i, 作 团 曲 
线 三 一 c 十 Lr_,a] 如 图 3. 4 所 示 . 


、 1 
(1) 当 0<a<1 时 ,二 志 在 到 
内 解析 ,所 以 
| 7ee?dz 一 0. 


而 
| reodz= | rodz+| fo)dz, 


因此 


D3 


a 1 加 四 
oof 1 iz 加 | a] 1 下 2 -| 了 1 十 并 本 一 Zarctga. 
(2) 当 a>1 时 ，z=iy 在 荆 内 ,由 柯 西 积分 公式 得 


1 | 
| a = 2 之 十 1 


于 是 


a 1 f° dz 加 加 
(c) | Td 一 | ] 十 了 3 不 一 2arctga 不 , 
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第 四 章 解析 函数 的 级 数 


级 数 是 研究 解析 孙 数 的 一 个 重要 工具 ,通过 它 可 带 助 我 们 更 
深入 地 掌握 解析 函数 的 性 质 , 以 及 解决 各 种 实际 问题 . 本 章 主 要 介 
绍 如 何 把 一 个 解析 函数 在 其 解析 贺 域 内 展开 为 泰勒 级 数 , 以 及 解 
析 函 数 在 其 解析 的 圆 环 域内 展开 为 罗 天 级 数 的 理论 依据 和 方法 . 


$1 复 函 数 项 级 数 


设 (z。) 和 2 二 1,2,… 为 一 复数 列 ,表达 式 
Se 十 zu。 十 … 
称 为 无 穷 级 数 , 其 前 面 ? 项 的 和 5 一 Z1 十 2z2 十 … 十 Zn 称 为 级 数 的 部 


分 和 ,如 果 部 分 和 数列 {s} 收 伍 , 则 称 级 数 > )=, 收敛 , 且 极限 lm 
一 称 为 级 数 的 和 , 若 数列 fs) 不 收 伍 , 则 称 级 数 > )=, 发 散 . 复数 
项 级 数 了 wz, 一 or 十 边 ) 收敛 于 5 一 “十 认 的 充 要 条 件 是 >) 
与 6 分 别 收 分 于 “与 尺 > 收敛 必要 条 件 为 = 0. 车 级 数 
> =| 收 做, 则 称 >s, 绝对 收 化 ,车 级 数 >) |z,| 发 散 ,而 >) 


收敛 , 则 称 级 数 >z。 条 件 收敛 . 


00 


车 广 (z)， 户 (z)… 广 (=)… 都 为 区 域 D 上 的 复 变 函数 , 则 称 
fi(z) 十 fbz) 十 十 f(z) 十 … 二 Sl) (1. 1) 
为 区 域 D 上 的 复 函 数 项 级 数 ， 本 
定义 1.1 车 zx 为 万 中 一 点 , 当 级 数 De 收 伊 时 , 称 zx。 


点 为 级 数 (1. 1) 的 收敛 点 ,反之 当 级 数 >)f,(z。) 发 散 时 , 则 称 z。 
点 为 级 数 (1. 1) 的 发 散 点 . 加 
车 点 集 是 级 数 >)f,(z) 的 所 有 收敛 点 集 , 于 是 在 已 上 存在 
一 函数 (=)， 对 于 上 的 每 一 点 2, 级 数 (1.1) 均 收 伍 于 s(z)， 即 
s(z) = lim D/Cz) 
称 ,Ce) 为 级 数 (1.1) 的 和 函数 ， 
柯 西 收敛 原理 :级 数 AS 收 全 于 函数 SCz) 的 充 要 条 件 


为 对 五 内 任意 >, 对 任 给 s > 0, 存 在 入 (z,e) 使 得 当 2 盖 六 时 ,对 
YamEN 有 |A CI) 十 十 上 (zcz)|<e 

我 们 称 级 数 (1.1) 在 五 上 一 致 收敛 到 s(z), 车 对 任 给 e 守 0， 
存在 一 个 与 < 有关 ,而 与 z 无 关 的 正 整 数 NN, 使 得 当 n 之 入 时 ,不 
等 式 

|s(z) — s,(z)| < 

在 上 成 立 , 其 中 5,(z) 二 > ,fi(z) 为 级 数 (1.1) 的 项 部 份 和 . 

定理 1.1 ( 柯 西 一 至 收敛 原理 ) 

级 数 > (z) 在 五 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 对 于 任 给 e> 
0， 存在 仅仅 依赖 于 < 的 正 整数 N ,使 得 当 ? 之 N 时 对 V zEE, 有 

| fo41 2) 二 fts C2) 十 f+s(z) |=e), 


其 中 p= 二 1,2,… (1. 2) 
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证 车 > 万 (z) 在 已 上 一 致 收敛 到 *(z). 则 对 任 给 se 之 0, 存 


妖 一 ] 


在 仅仅 依赖 于 的 正 整数 入 ,使 得 当 m 宇 NN 时 ;对 V zE 巨 有 js(z) 


—s (2) <5 


jz) — so)| < 5. (p> 
因此 , 当 n 宇 N, p 宇 1 时 ,在 EE 上 有 
|sn+s (2) 一 SCz)| = &. 
反之 ,车 (1. 2) 式 成 立 , 由 柯 西 收敛 原理 知 级 数 之 / 广 (z) 在 已 上 履 
敛 . 现 令 ~ 十 co 得 到 当 之 N 时 
|s(z) 一 wz) 委 e 

所 以 级 数 > ) 广 (z) 在 上 一 致 收敛 到 s(xz). 

定理 1.2 (Weierstrass M- 判 别 法 ) 

看 函数 序列 f,(z) 在 集 瑟 上 定义 ;并且 | f(z) | 声 a, (n=1， 
2,…) ,而 正 项 级 数 > ja, 收敛 , 则 级 数 沁 ,f(z) 在 五 上 一 致 收 


证 ”因为 对 于 五 中 任 一 > 有 
| f+11 (2) 十 fat+2 CZ) 十 … 十 fro) | 
委 01 十 ao 十 … 十 Untp 


而 2 收敛 ,所 以 对 任 给 e 汪 0, 存 在 正 整数 入 ,使 得 当 n 宇 N, zp 


宇 1 时 ,在 太 上 有 不 等 式 
| f+1C2) 十 fntz (Z) 十 … 十 fats C2) | 
< n+ 十 Qa+2 十 … 十 Qntp < E 
由 柯 西 一 致 收敛 原理 知 ，> f(z) 在 忆 上 一 致 收敛. 


定义 1.2 设 函 数 f,(z) (x= 二 1,2,…) 在 区 域 D 内 有 定义 , 若 
o7 


> ) 广 Ce) 在 万 内 任 一 有 界 闭 区 域 上 -一致 收 伍 , 则 称 级 数 >) 刻 (=) 


在 DD 中 内 闭 一 致 收敛 . 
用 类 似 于 数学 分 析 中 的 方法 ,可 证 得 关于 在 五 上 一 致 收敛 级 


数 了 f(z) 的 和 函数 的 连续 性 以 及 逐 项 积分 , 逐 项 求 导 三 大 定 


理 ， 现 叙述 在 下 面 ， 
定理 1.3 设 广 (z) (n 一 1 ,2，……) 在 集 丈 上 连续 ， 级 数 


之 /万 (z) 在 已 上 一 致 收敛 到 和 函数 *(z>)， 则 s(z) 在 互 上 连续 . 
定理 1.4 设 /.(z) (n 二 1,2,…) 在 简单 曲线 c 上 连续 ,级 数 


5 Mf.(z) 在 < 上 一 致 收 伍 到 函数 *(z), 则 


| Seodz 一 > | f,(z)dz. 
定理 1.5 设 函 数 f,(z) (n= 二 1,2,…) 在 区 域 D 内 解析 ,并 


且 级 数 3\f,(z) 在 万 中 内 闭 一 致 收敛 到 和 函数 s(z)， 则 s(z) 在 D 
内 解析 ,并 且 在 DD 内 有 
SV) 一 20(z) b= 1,2," 


证 先 证 SClz) 在 DD 内 任 一 点 zo 解析 , 取 zo 的 一 个 邻 域 U, 设 
其 边界 为 ,再 在 U 内 任 作 一 条 围 线 C, 由 定理 1. 4 及 柯 西 定理 知 


| scodz 一 >)| fd: 一 0. 


又 据 定理 1. 3,f,(z) 在 U 内 解析 必 连 续 , 又 因 falz) 在 U 内 一 
致 收敛 于 SCz), 所 以 SCz) 在 避 内 连续 ,由 莫 瑞 近 定 理 知 SClz) 在 U 
内 解析 . 对 = € 有 >) 一 关 汪 ri 一 致 收敛 于 5 写生 3 理由 定 


理 1. 4 得 
ob8 


k S f(z) 
] | (zz) 7%? / dz 一 > 其 | rid. 


AI r (> 一 一 之 0 (z 一 zw )4+1 之 一 Zo) 
即 
SoO(z) = DFE 2), k= 1,2," 
n=1 


32 大 级 数 


现在 我 们 研究 一 类 特别 的 解析 函数 项 级 数 , 即 顺 级 数 . 
定义 2.1 具有 


人 > cr(z 一 20)” 二 co 十 Ci(z 一 zo) 十 于 十 ci 一 0)” 十 


二 0 


(2. 1) 

形式 的 级 数 称 为 究 级 数 ,其 中 之 是 复 变 量 ,zo， cs (2 一 0,1,2，……) 都 
是 复 常 数 . 当 zo 二 0 时 ,级 数 (2. 1) 为 

> 二 co 十 cz 十 coz 十 十 cz” 十:， (2. 2) 


或 在 (2.1) 式 中 令 > 一 z 王 5, 则 它 可 写成 之 /ct ,这 与 (2， 2) 形式 
相同 , 为 了 讨论 方便 起 见 ,我 们 常 对 (2. 2) 形式 的 震级 数 进行 研 


究 . 

定理 2.1 (Abel 定理 ) 

如 果 需 级 数 (2. 2) 在 点 zo 关 0 处 收敛 , 则 对 于 满足 不 等 式 |z| 
过 |zo| 的 每 一 点 z, 级 数 (2.2) 绝对 收敛 ,并 且 在 任意 闭 圆 |z| 二 


plzo| (0 过 pp 过 1) 上 一 致 收敛 ， 
证 由 于 之 /crx 收 合 ， 由 级 数 收 敛 的 必要 条 件 知 limcsz6 一 
0, 因 此 存在 常数 M>0, 对 一 切 2 有 jczi| < 妆 |z| 雪 |zo| 时， 


Pl 
[cz”| 二 C0 | 
0 
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二 1,， > 三， 收敛 ,由 比较 判别 法 知 级 数 )1cwz"| 收 


其 王 洛 


由 于 


敛 . 
又 车 [|z| 迄 plzo| (0 二 wp 二 1), 则 


之 
之 1 


[cz | Mo”, 而 > Pp 收 全 ,由 Weierstrass M- 判别 法 知 ， 


je, 在 |z| 三 plzo| 时 一 致 收敛. 


由 上 述 定理 不 难 梭 出 如 下 结论 :如 果 级 数 (2.2) 在 z= 二 zi 点 发 
散 , 则 对 于 满足 不 等 式 |z| 二 |zi| 的 一 切 点 z，, 级 数 (2.2) 必 发 散 . 
阿 贝 尔 定理 的 几何 意义 是 , 痢 zo 是 级 数 (2.2) 的 收敛 点 , 则 级 
数 在 以 原点 为 中 心 , |zo | 为 半径 的 圆 内 处 处 政 钙 , 邦 zx! 是 级 数 
(2.2) 的 发 散 点 , 则 级 数 在 以 原点 为 中 心 ,半径 为 |zi | 的 圆 外 处 处 
发 散 , 因 此 当 我 们 逐渐 扩大 收敛 圆 的 范围 ,一般 总 存在 一 个 非 负数 
R, 使 得 级 数 (2.2) 在 加 jz| 一 R 内 收敛 ,而 在 圆 |z | 二 R 外 发 散 , 在 
加 周 |z| 二 RR 上 要 男 作 考虑 ,这 样 的 RR 称 为 级 数 (2.?) 的 收 敛 半 
径 , |z| 王 尺 称 为 收敛 圆 . 级 数 (2.2) 在 收敛 癌 内 绝对 收敛 , 且 内 闲 
一 致 收敛. 
对 级 数 (2.2) 的 收敛 情况 大 致 有 三 种 :(1) 在 整个 复 平面 上 处 
处 收 敏 ,此 时 尺 王 十 ceo, (2) 在 复 平面 z 上 除 z= 二 0 外 其 它 点 处 都 是 
发 散 的 ,此 时 收敛 半径 六 =0，(3) 存在 有 限 正 数 尺 ,级 数 (2. 2) 在 
|z|< 尺 内 收敛 ,在 |z| 盖 尺 上 发 散 . 
为 了 求 级 数 (2.2) 的 收敛 半径 ,由 收敛 圆 的 几何 特性 ,只 须 考 


虑 = 在 正 实 轴 上 取 值 时 , 求 级 数 之 ;|c.|z 的 收敛 半径 ,这 在 数学 
分 析 中 已 讲述 过 ,常见 的 有 以 下 三 个 法 则 . 
定理 2.2 ”已 知 级 数 > )cvz", 设 


(1) 7 = lim 


9 
C 
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或 (2)7 一 limn Vlc | ， 
或 (3)7= [ImwW l,l|,， 


则 级 数 的 收敛 半径 为 
了 了 ， 0<l<% 
“二 十 co，! 上 一 0 
0， L 一 ce 
上 述 法 则 (1), (2), (3) 分 别称 为 达 朋 贝尔 法 则 , 柯 西法 则 与 
柯 西 - 阿达 马 法 则 ， 


例 1 求 下 列 攻 级 数 的 收敛 半径 ,和 收敛 圆 
(1) > (十 20(z 一 iD (2) 之 (2z 一 1)”. 


解 (1) 令 令 = 一 1 一 纪 级 数 变 为 Cn 十 308 6 一 二 2 
而 7 一 lim V |e,| = lim Yn 十 人 F= lim?2 /二 十 1 = 二 2, 因此 级 
数 Z 二 2 的 收敛 半径 及 一 二 ,收敛 圆 15| 二 元 , 故 原 级 数 


十 20 一 的 收敛 半径 为 R= 元， 收敛 圆 为 |z 一 1| 一 


al ne 


一 lim 


A OO 


(2) 令 p 二 22 一 1, 原 级 数 化 为 > 1 一 lim | 
外 二 了 7 一], 所 以 其 收敛 半径 为 R= 1, 收敛 圆 15| 二 1, 即 原 级 


数 在 |2z 一 1| 二 1 内 收敛 ,因此 级 数 之 /me(2z 一 1)" 的 收敛 圆 为 


1 1 xp_ 1 
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复 医 级 数 和 实 基 级 数 相 类 似 , 在 它们 会 共 的 收敛 域内 可 以 进 
行 有 理 运算 . 
设 f(z) = > er， 收敛 半径 R = Ri. 
g(x) 一 Dbz", 收 化 半径 R 一 Rs 
则 有 本 
(1) f(z) + g(z) = > 士 b,)x". 


(2) f(z) +. g(z) 一 | 3 SE 一 > conzn， 其 中 心 一 
其 一 站 好 一 一 
Qnbo 十 Co 1 十 … 十 aop， 


在 上 面 运算 中 ， 所 得 到 的 蚕 级 数 的 收 伍 半径 R 之 min(k,, 
R;). 


(3) 设 当 |z| < R 时 ， f (2) = ia’ 奉 在 |z| 过 RR 内 ,9(z) 


解析 ,是 |9Cz)| 二 RR 则 f[g(z)] 一 > eye jz| <R. 


复 医 级 数 的 逐 项 积分 和 逐 项 微分 性 质 与 实 才 级 数 相 类 似 , 在 
这 里 我 们 仅 叙 述 如 下 : 


定理 2.3 设 f(z) = >,coz"， 收 伍 圆 为 |z| 二 R 则 有 
(1) fi (2) 一 | De)’ = > Cae") 
一 人 > vc 。72 1，|z| < 过 RR， 


(2) | fd 一 | So") dz = > ods 


好 一 他 


定理 2.4 适 级 数 的 和 函数 是 收敛 圆 内 的 解析 昭 数 . 
cz 一 1)” 的 形式 ，. 


(2) 求 竺 级 数 >) 三 - 的 和 函数 


- 1 -1 1 
解 GD = 5 ur 
1 一 
2 
令 了 ”一 ,我们 知道 当 |5| 之 1 时 ,有 二 一 > 
因此 
= >) Fr — 1)*， |z 一 11 雪 2. 


(2) 级 数 > 全 的 收敛 半径 R 二 1 设 f(2) = 了 全, (|z| < 
1) ,由 定理 2.3 知 
f(z) = yo 一 pe 7 二 =， (|z| < 1)， 
人 S12z 一 已 则 
fd 一 人 一 这， E11|<1. 
在 上 一 1| 过 1 内 沿 1 到 名 的 路 径 积 分 得 
[fa- war= | td, 
即 ffIOIn -xr<Imnt < 
由 于 (0) 二 0, 所 以 


DS = 0, lz|<1,—r<argld— 2) < 


$3 泰勒 级 数 


我 们 已 经 知道 震级 数 的 和 函数 在 其 收敛 圆 内 是 解析 函数 , 现 
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在 讨论 相反 的 问题 ,证 明 在 圆 域 内 任 一 解析 郴 数 可 以 表示 为 寡 级 
数 , 于 是 用 器 级 数 来 研究 解析 函数 ,在 理论 上 和 应 用 中 都 会 带 来 很 
大 的 方便 . 


3.1 泰勒 展 式 


在 实 函 数 中 我 们 已 经 讨论 了 函数 的 泰勒 展 式 , 只 要 f(z) 满 足 
一 定 条 件 , 则 A(z) 可 写成 ， 


f(x) = 5) te), 一 x0)”. 


在 复 变 函数 中 ,我 们 通过 解析 函数 的 柯 西 积分 公式 得 出 与 实 函 数 
相 类 似 的 泰勒 展开 定理 . z 
定理 3.1 设 函 数 f(z) 在 圆 域 |z 一 a | 二 R 内 解析 , 则 有 


Cn) 
f= DV, sal<R, (3.1) 


且 这 展 式 是 唯一 的 ,并 称 (3. 1) 为 函数 f(z) 在 a 点 的 泰勒 级 数 . 
证 设 圆周 ce:|z 一 zj] 一 尺 , 对 y 

于 cr 内 任 一 点 z, 作 圆周 c-: 

|E 一 a|= 二 rr 之 R, 使 > 含 于 c 的 内 这 

部 (图 3. 1) ,由 柯 西 公式 


CR 


1 js) | 
f(z) = | Ed. 
于 要 得 到 fC) 加以 (为 0 7 
的 级 数 展 式 (3. 1) ,关键 是 将 一- 
表示 为 (= 一) 老 的 级 数 
1 1 1 1 
E—z EC—a—z+t+a ¢t¢—a ] 之 一 4 
kg 一 
1 "i 之 —a 之 一 
E i ， | 于 中 <<1， 
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上 式 右边 级 数 关 于 《在 c, 上 一 致 收敛 ,利用 逐 项 积分 定理 可 得 


1 | fC) fd ， 
1 一 ni). -如 Ca 


即 
f(z) = AC 一 a)”. 


其 中 
= | (一 CD) Ca Af 0) 
由 z 在 Cx 内 的 任意 性 ,r 可 以 扩大 到 RR, 上 式 在 |z 一 a| 二 R 内 成 
立 ， 
下 面 证 明 展 式 的 唯一 性 , 设 在 jz 一 a| 二 RR 内 ,有 f(z) = 
> cs(z 一 a)", 由 逐 项 微分 性 质 得 f(a) = co f° (4a) = 0c, (a) 


{nr) 
一 21c fF" (Ca) 一 ?lc 因此 cc， 一 1) (72 一 0,1,2,…)， 展 


式 (3.1) 是 唯一 的 . 
泰勒 展开 定理 告诉 我 们 解析 函数 在 其 解析 圆 域内 可 用 短 级 数 
表示 , 若 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 ,对 于 DD 内 任 一 点 zx 处 的 泰勒 级 数 


) = > 站 (z 一 zo)"， 其 收 伍 加 半径 有 多 大 ,应 该 是 以 x 


为 中 心 在 D 内 能 作出 的 最 大 的 圆 的 半径 ,因此 得 到 下 面 推论 : 
推论 1 设 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 ,z。E€ D,c 是 DD 的 边界 ,R 
一 min |z 一 zo|, 则 在 |z 一 zo| 二 RR 内 有 


-> f° /一 cz zo)". 


推论 2 设 =, 是 函数 /Ce) 解析 点， 则 f(z) 在 xo 点 的 泰 勤 
展 式 的 收敛 半径 尺 等 于 zxo 到 f(z) 最 近 奇 点 的 距离 . 

由 于 f(z) 在 收敛 圆 内 处 处 解析 , 因此 收敛 贺 内 不 可 能 有 
f(z) 的 奇 点 ,在 收敛 圆周 上 一 定 有 f(z) 的 奇 点 ,否则 收敛 半径 还 
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可 扩大 . 
3.2 初等 函数 的 素 勒 展 式 


函数 在 其 解析 点 展开 为 泰勒 级 数 的 方法 ,可 以 直接 由 泰勒 定 
理 中 公式 (3. 1) 来 求 , 亦 可 间接 的 求 得 . 后 者 要 求 我 们 必须 掌握 初 
等 函数 的 泰勒 公式 ,在 今后 应 用 中 会 带 来 很 大 的 方便 . 

(1) 指数 函数 ee 

因为 (Ce) 中 |,_ ,二 1 (2 一 0，1，2，…)， 又 时 在 zx 平面 上 处 处 
解析 , 改 有 

一 1 十 z 十 徊 十 每 十 十 若 十 …， |z| = ce， 


(2) 三 角 函 数 sinz 和 cosz 


因为 (sinz)“ 二 sin(z 十 k -) ， 


(cosz) 和 一 cos (z 十 "万 ) , 


因此 
— 1] “， k=2 1 
(sinz)® |,_, = | ) 7 十 
0 ， k= 21 


(一 1)”, k= 27， 
(cosz) | 一 | 1 一 和] 2 
0， k= 2n 十 1 ， 


故 有 


。 之 之  。 《一 1)” 28 十 1 se. OO 
sinz zx 3 tr tt ni Tt ,lz1 < 


(一 1)” 2n 
(2n)1 


之 2 
cosz 1 TTA 


十 ，…:， |z | < ce 


(3) 函数 于 


-于 的 奇 点 是 x 一 一 1， 已 知 了 二 二 1 十 z 十 x 十 十 "十 …… ， 


|z| 到 1 
00 


放生 一 1 一 z 二 x? 一 十 十 (一 1)"w" 十 … ,|z|<1 


(4) 对 数 函 数 In(1 十 z) 


n+)= | Td 
2 加 n—1 
=z 一季 二 十 全 十 ,|z| 之 1 
n 
(5) 震 函 数 z” 


xz 一 eo* 是 多 值 函 数 , 若 Lnz 在 除去 负 实 轴 的 < 平面 上 取 主 
值 , 则 得 到 xz 的 一 个 解析 分 支 e”“ ,下 面 我 们 求 出 它 在 点 z 一 1 的 
泰勒 展 式 , 设 f(z)=e*™, f(1)=1, 则 己 (z) 一 ae ， 甩 (z) 一 
a(a 一 Tec af (zc) 一 a(ae 一 1)…(a 一 2 十 1)e ”大 (1) 一 
a(a—1)* (a—nt1)=cin!, n=1,2 
所 以 

z" 二 1 十 ci(z 一 1) 十 cz 一 1 十 … 
十 cz 一 1 六 十 …, (|z 一 1| 二 1) 
若 将 z 一 1 易 为 z， 得 
(1 十 z)* 二 1 十 cl 十 cz? 十 呈 十 cz”? 十 …*,， (|z| 二 1) 


例 求 Vz 十 的 泰勒 展 式 ( 取 VT 二 -的 分 支 ) 


解 ”vz 干 ;的 支点 为 = 一 一 i,co, 其 指定 的 分 支 在 |z| 过 1 内 单 
值 解析 ,所 以 在 |z| 二 1 内 有 


Vz Ti= VT + 2?)? 


1fl_ 
-2 者 3 + 了 | 二 
了 到 一 1 -和 站 全 
- :二 可 + ea” 


067 


1 Gn jn | 
ne “2n 


1 十 1 一 = 一 (2n 一 3)11,,. 
地 | > (2m) 1! | 
3.3 解析 函数 的 零点 及 唯一 性 定理 


定义 3.1 设 f(z) 在 区 域内 解析 ,车 对 于 aED, 有 Fa)= 
fF la)=f"(a)=…=f (4)=0. 且 f(a) 关 0 ” (m 宇 1), 则 称 
z 二 a 为 f(z) 的 m 级 零点 . 

例如 z= 二 0 是 f(z) 一 z 一 sinz 的 三 级 零点 ,因为 1(0)= 了 (0) 
二 (0) 二 0, 而 f*(0) 二 cos0 二 1. 

定理 3.2 已 知 f(z) 在 DD 内 解析 ,a€ED, 则 z=a 是 了 f(z) 的 
m 级 零点 的 充 要 条 件 是 在 4a 点 的 某 个 邻 域 N(a,7r) 内 ,f(z) 可 表 
为 

f(z) = (z 一 0)7P(z)， 

其 中 PCz) 在 War) 内 的 解析 , 且 g(a) 关 0. 

证 ”必要 性 ; 设 已 知 a 为 f(z) 的 m 级 零 感 ,由 定义 3.1 知 
了 f(z) 在 a 点 解析 ,和 且 有 f(a)== 了 (4a) 二 =…= 二 了 六 (4a) 二 0, 而 f(a) 
隆 0， 所 以 


(mt 1) 
f(z)= f° (a) 一 f (a) (z 一 a)”™+! 


mn TD 
十 "一 ,ZEN(a,r) 
今 


f(a)  f™Y (a) 
Pz) 一 m ! (mm + 1)1 


| f'™ (a) 
显然 Fa)= i 0 pl(z) 在 Na ,7) 内 解析 . 且 有 
f(z) = (z— a)”plz), z €E N(a,r) 
充分 性 : 名 已 知 f(z) 二 (zz 一 a)”p(z), zEN(a,r), 其 中 pz) 
在 NC(a,7) 内 解析 , 且 pCa) 隆 0, 则 据 泰 勒 定理 有 
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(zz 一 4) 十 ，…， 


pz) = pa) 4 Ya) z— a) + EC 4) 


二 ,ZEN(a,r) 
于 是 
f(z)= pla)z — a)” + Ya) lz 一 0 


十 E30 z—a)” +, ZE€EN(a,r) 


显然 
fla)= f= = ff "(a)=0, 
f(a) 一 Ma 天 0， 
因此 z 二 a 为 f(z) 的 m 级 零点 . 

定理 3.3 (解析 函数 零点 抓 立 性 定理 ) 

设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,z= 二 a 为 f(z) 的 m 级 零点 ,但 
f(z) 在 DD 内 不 恒 为 零 , 则 存在 a 的 一 个 邻 域 N(a,6), 使 得 f(z) 
在 Na,6) 内 除 a 外 无 其 它 零点 . 

证 已 知 f (x)= (z—a)”p(z), zEN(a,7r), 其 中 P(z) 在 
Nla,7) 内 解析 ,gla) 了 关 0, 显 然 |pla)| 关 0,9Cz) 在 a 点 连续 ,因此 
对 于 任 给 e 汪 0, 存 在 6>0, 当 xzEN(a,6) 时 ,有 |9(z) 一 pla) | 之 e， 
而 

| lg(z)| 一 lpCla)|| |p(z) — pa)| < 天 es， 
不 妨 取 es< 198(Ca) | ， 则 

0 一 12c)| ~—e< |p¢)| < lg) | +a. 
因而 pq(z) 在 NCa,6) 内 没有 零点 ,所 以 f(z) 在 N(a,6) 内 除 a 外 无 
z 由 零点 孤立 性 可 得 到 下 面 的 解析 函数 唯一 性 定理 . 

定理 3.4 设 晴 数 1(z),， f(z) 在 区 域 DD 内 解析 ,点 集 ECD 
有 一 个 属于 DD 的 极限 点 w, 知 记 (z) 二 f(z) 在 上 成 立 , 则 在 DD 
内 必 有 /1(z)==f,(z). z 

证 令 f(z) 一 广 (z) 一 fC(z),， f(z) 在 DD 内 解析 ,由 连续 性 知 
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f(a)==0, 若 f(z) 在 DD 内 不 恒 为 零 , 则 由 定理 3. 3 知 , 存 在 一 邻 域 
N (a,6), 使 得 f(z) 在 NC(a,6) 内 除 4a 外 无 其 它 零 点 ,这 与 假设 条 
件 相 矛盾 ,因为 jz) 王 0 在 五 上 成 立 , 而 < 是 五 的 极限 点 ,所 以 在 
a 的 任意 邻 域内 都 有 五 的 点 z, 在 这 点 jz) 王 0,， 因 此 f(z) 在 DD 
内 必 恒 为 零 , 即 广 (z) 王 亡 (z). 

推论 。 设 了 渔 数 放 (z) 及 f(z) 在 区 域内 解析 , 设 zi(k 二 1,2， 
3,…) 是 万 内 彼此 不 同 的 点 列 , 且 zi 一 a ED,fi(z1) 二 ff; (zi) ,二 
1,2,… 则 在 D 内 有 1(z)==f2(z). 

根据 解析 函数 的 唯一 性 ,我 们 知道 知已 知 某 一 解析 函数 在 它 
的 定义 区 域内 的 某 些 部 份 的 值 , 则 就 可 完全 确定 它 在 这 区 域内 其 
它 部 份 的 值 ,这 对 实 变 函 数 来 讲 不 具备 这 种 特性 ， 


3.4 最 大 模 原 理 


下 面 我 们 利用 平均 值 定理 及 解析 函数 唯一 性 定理 来 证 明 在 解 
析 函 数论 中 占有 重要 位 置 的 最 大 模 原理 ， 

定理 3.5 设 f(z) 在 区 域内 解析 , 则 |f(z) | 在 DD 内 任何 点 
都 不 能 达到 最 大 值 ,除非 f(z) 在 DD 内 恒 为 常数 . 

证 设 在 DD 内 ,|f(z)| 志 M, 且 在 DD 内 某 一 点 zo, 有 |f(zo)| 
一 好， 在 D 内 作 以 zo 为 中 心 ,R 为 半径 的 圆 域 CR: |z 一 zo | 志 R, 显 
然 f(z) 在 cx 内 解析 ,由 平均 值 定理 得 到 


2 
f(z,) = 去 | flz, + res)dg, (0 rR) 


于 是 
fz) |< fo + re ldy 
下 而 我 们 欲 证 |f (zo 十 re”)|= 二 MM, 事 实 上 ,车 存在 某 个 值 9 二 % 有 
|f(zo 十 re%) | 二 MM， 则 由 |f() | 的 连续 性 知 ,在 充分 小 的 区 间 风 
一 e<<CVO<<< 内 十 内 有 | FCzo 十 re9) [<M, 而 在 上 述 区 间 之 外 ,总 是 
[Fo 十 reg)| 委 M, 于 是 推 得 
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2 
M = |f(z0)| < 去 | rz + re®) dg M 


矛盾 .因此 ,我 们 证 得 了 在 以 点 zo 为 中 心 的 每 一 个 充分 小 的 圆周 
C- 上 |) 一 M， 即 在 zxo 点 的 俩 邻 域 ce 内 有 |fCz)|= 二 MM, 由 此 可 
知 f(z) 在 ca 内 为 一 常数 ,再 由 解析 郴 数 唯一 性 定理 知 f(z) 在 DD 
内 为 一 常数 ， 

推论 设 廿 数 f(z) 在 有 界 区 域 DD 内 解析 ,在 闭 域 DD 二 +C 
上 连续 , 且 不 为 常数 , 则 |f(z) | 只 能 在 DD 的 边界 C 上 达到 最 大 值 . 


$4 罗 朗 级 数 


在 上 一 节 中 我 们 看 到 ,一 个 在 以 z。 为 中 心 的 圆 域内 解析 的 函 
数 f(z)， 可 在 该 圆 域内 展开 成 一 zo 的 震级 数 , 但 若 f(z) 在 z= 二 zo 
不 解析 ,而 在 z= 二 zo 的 邻 域 中 的 其 它 点 上 都 解析 , 则 就 不 一 定 能 在 
z 二 zo 处 展开 为 泰勒 级 数 . 下 面 我 们 要 讨论 备 级 数 的 推广 , 即 罗 朗 
级 数 , 它 是 研究 解析 函数 奇 点 的 重要 工具 . 


4. 1 罗 朗 (laurent) 展 式 


例如 函数 /(z) 一 气 只 有 一 个 奇 点 = 一 0, 在 0<|z|<< 十 co 内 函 
数 是 解析 的 ,由 的 泰勒 展 式 ,我 们 有 
ez 1 1 1 之 之 2 2 
I) =itatatat"+ a tt 


(0 < |z| =R) 
这 级 数 中 除了 有 z 的 正大 项 外 ,还 有 z 的 负 寡 项 . 
定义 4.1 形 如 
十 so 
Dalz 一 iD)" (4.1) 


的 级 数 称 为 罗 朗 级 数 ,其 中 z 是 复 变量 ,a，c, (np 一 0， 上 上 1, 土 2…) 
是 复 常数 ， 


7 了 


级 数 (4. 1) 分 为 两 部 分 ， 
SAG 一 Qa)" 二 co 十 cz 一 4) 十 cz 一 a 十 
十 cb 之 一 Q)” 十 :， (4. 2) 
Zen —a) "=c_iz—a) cc ,za) +… 


十 c_ .之 一 9) “十 …. (4. 3) 
如 果 级 数 (4.2) 与 (4.3) 在 点 z=a 都 收敛 , 则 称 级 数 (4.1) 在 

点 zx 一 4 收敛. 
级 数 (4. 2) 是 一 个 星 级 数 , 设 其 收敛 半径 为 R. 则 它 在 |z 一 a | 一 


R 内 绝对 收敛 , 卫 内 闭 -一 致 收敛 ,其 和 函数 在 圆 |z 一 a| 二 R 内 解析 


级 数 (4. 3) 全 是 负 帮 项 组 成 ,奉令 5 一 一 一 , 则 它 成 为 客 级 数 
Se 二 cw6 十 ca 十 十 cn 十 (4.4) 


设 级 数 (4.4) 的 收 钙 半 径 为 x. 则 级 数 (4.4) 在 18| 二 py 内 绝对 
收敛 , 且 内 闭 一 致 收敛 ,其 和 范 数 收 伍 于 一 解析 函数 , 换 回 原来 的 
变量 , 则 级 数 (4. 5) 在 r 一 去 |z 一 “| 十 ce 内 绝对 收敛 , 且 内 闭 
一 致 收敛 ,其 和 函数 收敛 于 一 解析 函数 . 

综 上 所 述 , 当 7 二 R 时 ,级 数 (4.1) 在 圆 环 域 二 |z 一 a | 二 R 内 
绝对 收敛, 且 内 闭 一 致 收敛 ,其 和 函数 解析 . 

当 y 之 R 时 ,级 数 (4.1) 处 处 发 散 . 

当 x=R 时 , 除 圆周 |z 一 a| 二 R 上 的 点 外 ,级 数 (4.1) 处 处 发 
散 . 

例如 光 ) 芝 Cn 二 0) ,在 圆周 |z| = 1 上 处 处 收敛 ,在 其 它 点 


都 发 散 ,级 数 > , x 在 < 平面 上 处 处 发 地 


我 们 称 级 数 (4.2) 为 罗 朗 级 数 (4.1) 的 解析 部 分 , 称 级 数 
(4. 3) 为 罗 朗 级 数 (4.1) 的 主要 部 分 或 奇异 部 分 . 
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可 把 上 述 讨 论 结果 归纳 为 
十 co 
定理 4.1 设 罗 朗 级 数 > c*(z 一 a)" 的 收敛 圆 环 为 D:r 过 


好 一 一 Co 


lz 一 a4| 过 RR, 则 它 在 D 内 绝对 收敛 , 且 内 闭 一 致 收敛 ,其 和 函数 
f(z) 在 DD 内 解析 . 
下 面 我 们 证 明定 理 4.1 的 逆 和 定理 . 
定理 4.2 ( 罗 庆 定理 ) ” 设 函 数 f(z) 在 圆 环 域 D:; rr 二 |z 一 
a| 二 R,，(0 芝 7 过 RR 二 + 十 ce) 内 解析 , 则 有 
i 


f(z2)= Dmz—ay, xzED, (4. 5) 
其 中 
_1 0) 
”2ri)ie ao (¢ — a 
rr 之 Pp 过 RR,n 一 0, 土 1], 十 2 (4.6) 
称 c, 为 罗 阴 系数 . 


证 ”对 于 内 任 一 点 z， 取 ps 二 Pp1, 且 满足 7 过 ps 二 Pp1 过 R, 使 z 
含 于 圆 环 域 Cr: 0 过 |z 一 4| 过 pi 内 ,再 令 Cp : |E—al=p, Co : 1 一 
aj| 一 pz( 图 4.1 所 示 ) ,由 柯 西 积 分 公式 得 
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_1r f/f 
ja- 区 | 荡 泛 


1 Pa 


1 fC 1 fC8) 
= gai) 2 de (4.7) 
当 5Ec, 时 ， 
1 1 
一 > | 之 CQ 
Co 一 和 | 
"(ZO— a)” 
之 亿 一 站 和 (4. 8) 
一 | 一 上 一 4 1, 所 以 (4.8) 式 右边 的 级 数 在 。 上 一 至 
当 5Ec 时 
1 一 1 
”一 (z 一 a) 1 一 一 4 
之 一 
a Ea)” 
一 一 2 i (4. 9) 


= -al<l 所 以 (4. 9) 式 右边 的 级 数 在 c， ,上 一 一 致 
让 狂 . 将 C4 8) 与 (4. 9) 式 代 和 人 (4.7) ,然后 逐 项 积分 得 到 


7 一 之 对 二 全 rid (zx — a)" 


f (6) 
;| Ca a) 。 


a) "+! 


由 关于 复合 闭路 的 柯 西 定理 可 知 ,上 式 中 两 个 积分 的 积分 路 线 c。 
与 6, 都 可 换 成 沿 着 圆周 | 一 <| 一 2, 再 据 (4, 6) 得 到 


十 ce 


f(z) = Sol 一 a)” 十 pe 4) "= >， cr(z 一 0) 


于 一 必 所 一 工 二 一 oo 
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可 以 证 明 f(z) 在 圆 环 域 D 内 的 罗 朗 级 数 是 唯一 的 . 事实 上 ， 
若 在 D 内 有 男 一 展 式 
f(z) = >) dlz— a)”, (4. 10) 


六 一 一 oO 


乘 (4. 10) 式 的 两 边 , 然 后 在 |z 一 a| 一 2 上 积分 ,有 


用 ay 
f(z 一 一 一 dz 一 SS d ,| (z— a)” ” ‘dz 
(2 — a)™™ lz—al=p 


| 去 < 一 oo 
2nd,， m= 二 7 
。 ， mn 
于 是 
d= LE 4 二 0, 土 1, 填 2 
一 2 二 5 在 圆 环 域 :(1) 0 二 |z|<<1 


例 1 求 函数 f(z) 一己 一 二 C2 二 1 
(2) 1<|z|<2 (3) 2 二 |z | 二 十 吕 内 的 罗 和 期 级 数 . 
2 一 2z 十 5 

解 函数 f(z) 一 aCzT1) 全 z 平面 上 有 三 个 奇 点 2，,i， 
一 1i 因此 在 题 中 所 指出 的 三 个 圆 环 内 函数 f(z) 是 处 处 解析 的 


我 们 先 将 f(z) 分 解 为 部 分 分 式 之 和 
1 2 


2 一 2z 二 5 
1(2) = ta) 1) zz 二 1 
(1) 在 0 二 |z| 达 1 内 ,显然 有 


1 
之 
1 3 


二 了 二 7 


二 1 和 |z’| 过 1 


2 


二， 
2 


1 -一 


之 一 2 


"os 


2 十 z4 一 zs 十 … 十 (一 1 yz2z 十 


因此 有 


79 


2z2—5 _{_1l1 zz 2 2 
(z — 2) (z+ 1) 2 2 2 2 
十 (一 2 十 22 一 2z* 十 和 … 
+ (— 1)"+12z? 十 …) 
之 ]195， 1 s 
2 4 g8* 16 


在 展 式 中 没有 >z 的 负 宕 项 ,这 是 因为 图 数 f(z) 在 z= 二 0 处 是 解析 
的 ,在 0 二 |z| 二 1 内 的 罗 朗 级 数 就 是 f(z) 在 |z| 二 1 内 的 泰勒 级 数 ， 
因此 泰勒 级 数 是 罗 半 级 数 的 特殊 情形 . 

(2) 在 1 二 |z| 过 2 内 


1 So ，1 
一 一 2 zr 十 之 /2( 一 1)”- 志 ， 


(3) 当 2<|z| 所 十 co 时 


因此 


其 中 
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加 12” MI 一 20 一] 
A 
| 22 十 2( 一 ])*. m= 二 2n. 
本 题 若 用 罗 朗 公式 求 c,, 计 算 就 很 复杂 ,我 们 经 常用 间接 的 方 
法 来 求 罗 朗 级 数 . 对 同一 函数 来 说 , 它 在 不 同 的 解析 圆 环 内 的 罗 户 
级 数 亦 是 不 相同 的 ,这 一 点 与 唯一 性 没有 矛盾 . 
例 2 求 二 的 解析 分 支 在 0<<1z 一 1|<1 内 的 罗 朗 展 式 . 
解 ”多 值 函数 Lnz 的 支点 为 0,co, 沿 负 实 轴 割 开 后 , 它 在 
|z 一 1 | 过 1 内 可 分 出 解析 分 支 , 取 Ln1 二 0 那 一 分 支 ,并 记 此 分 支 为 
Inz; 则 当 0 二 |z 一 1| 过 1 时 ,有 


(7 一 1 2，…) 


lnz 1 1 
一 In[1 十 (z 1)|] 
2 _ 
1 > 一 1 2(1 十 二 二 一 ) 
1 T『T C21) 
re D 十 (一 DD 之 十 


十 《一 1 一: (z— 1)" 十 | 
n 


一 _ 2 
1 二 DD 二 (一 1 各 各 于 … 


1" 
二 (一 D 生计 十 | 


_1 _1、z—1 CC 一 1) ,... 
=- 3|1+( DD 一 十 (一 1)? 这 一 十 
《一 1)7(z 一 工 )? 
十 1 十 工 二 
_ 四 2 
DD 


1 
二 (一 1 这 二 十 | 


1 1 , 
一 ;>| > kil 2 je 一 
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-| 


n= 二 0 k=0 


4.2 ”解析 函数 的 孤立 奇 点 


定义 4.2 行 函 数 f(z) 在 a 点 的 某 个 去 心 邻 域 :0 二 |z 一 a| 一 
由 风度 定理 知道 ,在 0<~|1z 一 a|<6 内 有 


f(z) = Se 一 a)" 十 De 一 4)“”， 


下 面 从 上 述 罗 上 朗 级 数 的 主要 部 分 
> ic_ (zx — a)™”, (4. 11) 
给 奇 点 进行 分 类 ， 
(1) 若 主 要 部 分 (4.11) 式 中 cc_, 二 0，(n 二 1,2,…), 则 称 点 > 
二 a 为 f(z) 的 可 去 育 点 . 


(2) 存在 某 个 正 数 六 闻 1，c_ 和 关 0， 而 对 一 切 2 全 加 ,有 c_, 一 
0, 此 时 称 z 二 a 为 f(z) 的 m 级 极点 . 

(3) 若 主 要 部 分 (4. 11) 中 有 无 穷 多 个 c_, 关 0, 此 时 称 z 二 a 为 
f(z) 的 本 性 育 点 . 

下 面 研 究 各 类 孤立 奇 点 的 性 质 

设 z==a 是 f(z) 的 可 去 奇 点 , 则 在 某 个 去 心 邻 域 0 二 |z 一 a| 二 
6 内 ,f(z) 的 罗 表 展 式 中 主要 部 分 为 零 , 即 

f(z) = > cr(z 一 a)”, 0< jz 一 4 < 志和. 
内 n=0 
F(z) = So — ay’, Iz—al<6, 
则 F(a)=co, F(z) 在 |z 一 dd| < 和 内 解析 , 则 
limf (z) 一 limF (z) = F(a) = oo. 
由 此 可 重新 或 补充 定义 f(a)==co, 于 是 f(z)= 二 f(z) 在 
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N(a,6) 内 解析 . 综 上 所 述 ,我 们 得 到 x=a 为 f(z) 的 可 去 奇 点 的 
三 个 等 价 条 件 . 

定理 4.3 若 a 是 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 a 是 f(z) 的 可 去 奇 点 
时 下 面 三 条 件 等 价 . 

(1) fz) 在 a 点 的 主要 部 分 为 零 ， 

(2) limf zx) 一 co， 


(3) jz) 在 Na;G) 一 {c) 内 有 界 . 
证 ”我们 已 在 上 面 由 (1) 推 得 (2)， 再 由 极限 的 e- 1 
描述 多 推 得 (3), 下 面 由 (3) 推 得 (1) 成 立 , 设 jz) 在 NCc, 9) 


十 ce 


一 (a} 内 有 罗 朗 展 式 f(z) = D>)clz 一 ar"， 其 中 c = 


认 盖 一 


1 Js) | 
2nij， tam， 0 <p<6, 且 。 可 任意 小 . 现 设 
fs) 过 MM 在 0 二 | 一 a 二 8 内 , 册 
1 MM _M 
|c, | oN DTO -一 Ea 


当 n 二 一] ,一 2， 一 3… 有 时 ,在 上 式 中 令 2 一 0, 就 得 到 c 一 (0U， 于 是 
fz) 在 a 点 的 主要 部 分 等 于 零 , 故 a 为 jz) 的 可 去 奇 点 . 
若 a 是 fC(z) 的 m 级 极点 , 则 Cz) 的 罗 一 展 式 为 


f= 十 -tl 十 十 -一 


(2 CO— a)” (z— a)”! zZ—a 


十 2 0<|lz—al<56 
即 js) 一 去 02). 


其 中 We) 一 ce 二 cy 一 a) 二 十 ci 一 a)"™! 十 之 cv(z 一 


十 到 
a)  . 


显然 gz) 在 a 点 解析 , 且 Y%(a)=c- 天 0, 从 而 得 出 ca 为 jx) 的 和 za 
级 极点 的 三 个 等 价 条 件 . 
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定理 4.4 行 a 为 jz) 的 孤立 奇 点 , 则 a 为 . 太 z) 的 和 级 极点 
时 ,下 面 三 个 条 件 等 价 
(1) f(z) 在 a 点 的 主要 部 分 只 有 有 限 多 项 ， 


C Ci 


Car tT Ga tT Cn A 0). 
(2) fz) 二 -2 ,0 一 |z 一 a| 二 6, 其 中 yz) 在 a 点 解析 ， 


(z—a)”” 

且 Y(Gc) 和 天 0. 
(3) g(z) 一 了 Ez) 以 za 为 四 级 零点 ,( 可 去 奇 点 按 解析 点 
看 ). 
证 ”由 (1) 已 推 得 (2), 下 面 由 (2) 来 推 证 (3). 由 于 
(z) = 1 (za)” 
BY FF) YUz) 


其 中 P2) = Je) 而 Pa) = #0 显然 p(z) 在 a 点 解析 , 因 


此 , 据 本 章 定理 3. 2 可 知 z= 二 a 为 g(z) 的 m 级 零点 . 

现在 再 由 (3) 来 推 证 (1) 成 立 : 

设 天 以 x 一 4 为 mm 级 零点 ,于 是 在 NCa,6) 内 有 FE 一 
一 a)”pl(z)， 其 中 wz) 在 NG,6) 中 解析 , 且 pla) 了 关 0, 由 解析 孙 数 
零点 孤立 性 ,可 将 邻 域 N(a,6) 缩 小 为 NCla,r), 使 glz) 在 N(a,7) 
内 无 零点 . 


1 1 we 
f(z) — a A ay 显然 Jy(z) 在 a 点 解析 , 且 


J(a) 一 天 0;, 由 泰勒 定理 在 N(a,r) 邻 域内 有 


yz) =a) TY la)(z 一 4) 十 TAC aa)? 二.… 


= (z— a)”p(z) 


则 
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ga) Ya) 


Tm za mi 

FA CS 

Cat 
其 主要 部 分 为 
pa) a) 0 
Gart ea tt om Di a Ye) 70) 
故 (1) 成 立 . 


定理 4.5 设 f(z) 在 0 二 |z 一 a|<<6 内 解析 , 则 a 为 f(z) 的 极 
所 的 充 要 条 件 是 limf (x) 二 %%. 

证 不 妨 设 a 为 f(z) 的 m 级 极点 ,必要 性 显然 , 现 证 充分 性 : 
eT 使 得 在 0 二 |z 一 a | 二 r 内 f(z) 关 
0, 于 是 F(z) 二 FG Fj 在 0<1z~a a | 二 rr 内 解析 且 不 等 于 零 , 而 


limF (z) =lim n FS 一 0, 所 以 a 是 下 (z) 的 一 个 可 去 奇 点 . 从 而 在 0 
一 | 4 | < 内 F(z) 有 罗 关 展 式 

形 (zz 一 十 pz 一 ca 十 十 pz 一 CC 十 
其 中 B==limF(z) 一 0, 由 于 在 0 二 |s 一 a|<r 内 F(z) 天 0, 由 解析 
函数 零点 孤立 性 定理 知 a 为 f(z) 的 唯一 零点 ,不 妨 设 它 为 m 级 
零点 , 即 下 (z) 二 (z 一 a)”p(z), 其 中 plz) 在 |z 一 a| 二 r 内 解析 且 


l 加 ] 加 
| 0 ”可 
< 过 2), ,其 中 yg(z) 在 |z 一 a | 二 r 内 解析 ， $2) = Gea) A 70 所 


以 a 为 f(z) 的 mm 级 极点 . 
5 之 十 1 1 
例如 1 GD) 一 Cg]yaz 一 1 为 f(z) 的 一 极点 ,z 二 了 
为 f(z) 的 二 级 极点 . 
sos ,xz 一 0 为 g(z) 的 可 去 奇 点 ,z 二 2kri, (一 土 1， 
土 2,…) 为 g 的 一 级 极点 . 由 本 性 奇 点 的 定义 和 上 面 对 可 去 奇 点 ， 
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8 (2) = 


m 级 极点 性 质 的 讨论 立即 可 得 出 : 

定理 4.6 f(z) 的 孤立 奇 点 a 为 其 本 性 奇 点 时 ,下 列 两 条 件 
等 价 

(1) f(z) 在 a 点 的 主要 部 分 有 无 穷 多 项 

(2) limf(z) 不 存在 ( 亦 不 属于 oo 形 ) 


例如 0 是 es 的 本 性 奇 点 . 

函数 在 其 本 性 奇 点 处 是 很 复杂 的 ,维尔 斯 脱 拉 斯 在 1876 年 曾 
证 明了 对 于 任何 复 常数 4, 不 管 它 是 有 限 数 还 是 无 穷 , 函数 f(z) 
在 本 性 奇 点 a 附近 ,总 存在 收敛 于 a 的 点 列 {z,) ,使 mf(z,) 二 4， 
毕 卡 在 1879 年 进一步 证 明了 :至 多 除了 一 个 例外 复数 值 4。, 函数 
f(z) 在 其 本 性 奇 点 的 邻 域内 可 以 无 穷 多 次 地 取得 任何 一 个 复数 
值 A(A 关 4,). 


例如 ”f(z) 一 sin 二 ,x 一 0 是 其 本 性 奇 点 , 任 取 复数 A 关 00, 要 


使 sin 二 一 4， 即 盖 一 Arcsin4 一 二 LnGi4 十 v1—A’), 
i 
LnGA 二 + v1— A’) 
1 
InGA + vi— A) + 2kri 


1 
nT (n=0,1,2,.") 
取 x ln(i4 十 v1 一 42) 十 2mTl 
显然 f(z,) 二 4, 而 limz, 二 0， 即 在 0 点 附近 ,函数 多 次 地 达到 什 


4A. 


(k 一 0， 士 1 ，…) 


4.3 解析 函数 在 无 穷 远 扣 的 性 质 


定义 4.3 设 函 数 f(z) 在 区 域 D:R 二 |z| 二 十 oo,(R 之 0) 内 
解析 , 则 无 穷 远 点 称 为 f(z) 的 孤立 奇 点 . 
为 了 研究 F(z) 在 无 穷 远 点 的 性 质 , 令 5 一 二 ， 将 = 一 cc 的 邻 域 


82 


变 为 点 5 一 0 的 邻 域 ,函数 C$) 一 了 | 去 | 一 f(z),， 在 邻 域 0<<181< 
二 内 解析 ,5 一 0 是 它 的 一 个 孤立 奇 点 ,因此 C5) 有 罗 朗 展 式 


8(5 = > ce 0< 5| 一 责 |， 

换 回 原来 变量 = 有 
f(z) = S\ a, 其 中 愉 一 c  ，( 人 一 0, 十 1,…) 

由 于 在 对 应 的 点 2 与 《上 ,了 冰 数 f(z) 与 9C5) 的 值 相 等 , 且 limf(z) 
=limg(6), 因此 我 们 可 根据 2( 纪 在 原点 的 性 态 来 规定 函数 f(z) 
在 无 穷 远 点 的 性 态 , 若 8 二 0 为 gC) 的 可 去 奇 点 ,Mm 级 极点 或 本 性 
奇 点 , 则 我 们 相应 地 称 z= 二 oo, 为 f(z) 的 可 去 育 点 ,m 级 极点 或 本 
性 奇 点 . 


我 们 称 级 数 之 , wz" 为 /(z) 在 无 穷 远 点 去 心 邻 域 N 一 {00): 


0 二 尺 <<|z| 到 十 co 内 的 罗 朗 展 式 ,我 们 称 之 /mwz" 为 7) 在 z 一 


co 的 主要 部 份 . 

综 上 所 述 ,我 们 不 难得 出 对 应 于 和 定理 4. 3,4. 4 及 4. 5 及 4. 6 的 下 
面 四 条 定理 : 

定理 4.7 f(z) 的 孤立 奇 点 z 二 oo 为 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 


”下列 三 条 中 的 任 一 条 成 立 ， 


(1) f(z) 在 z= 二 00 的 主要 部 分 为 零 
(2) limf (z)=6 《天 cc ) 
(3) jz) 在 > 一 ce 的 某 去 心 邻 域 NN 一 {2} 内 有 界 . 
定理 4.8 f(z) 的 孤立 奇 点 z= 二 00 为 m 级 极点 的 充 要 条 件 是 
下 列 三 条 中 的 任 一 条 成 立 . 
(1) f(z) 在 z= 二 2 的 主要 部 分 为 
az 十 az 十 Qn” ， (Qa, 天 0)， 
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(2) jz) 在 一 ce 的 某 去 心 邻 域 N 一 {co) 内 能 表 成 f(z) 一 
”ylz)z” 其 中 yy(z) 在 z== 吕 的 邻 域 N 内 解析 , 且 Yecc) 天 0. 

(3) sg (Co 一 天 以 z 一 00 为 m 级 零点 . 

同样 有 结论 := 一 cc 为 /(z) 的 极点 充 要 条 件 是 im/(z) 一 ce. 

定理 4.9 f(z) 的 孤立 奇 点 2 为 本 性 奇 点 的 充 要 条 件 是 下 列 
两 条 中 的 任 一 条 成 立 : 

(1) jz) 在 zx 一 ce 的 主要 部 分 有 无 穷 多 项 不 等 于 零 . 

(2) limf(z) 不 存在 . 


1 1_ lil 1,_... 十 co 
例如 有 | 1) gz? 3 4 5 ;1 过 |z| 过 ,因此 > 
一 ce 是 可 去 奇 点 . 
2 1 1 一 -一 一 1 1 全 二 学 
Zsin 2z alz 十 Gigs ,0 一 |z| < 十 co 


因此 z= 二 00 为 其 一 级 极点 . 
二 1 十 xz 十 而 十 …， Iz| < co 
因此 > 一 ce 为 其 本 性 奇 反 ， 
4.4 整 函 数 与 亚 纯 函 数 概念 


定义 4.4 在 整个 z 平面 上 解析 的 函数 .f(z) 称 为 整 函数 , 重 
函数 f(z) 在 z 平 面 上 除去 有 极点 外 ,到 处 解析 , 则 称 f(z) 为 亚 纯 
溺 数 . 

显然 无 穷 远 点 是 整 函 数 的 孤立 奇 点 ,在 |z| 二 00 内 ,f(z) 的 罗 


朗 展 式 就 是 泰勒 展 式 f(z) 一 > 4a,z” ,由 此 可 得 以 下 三 个 结论 : 
(1) 当 Fz) 为 常数 时 ,z 一 ce 为 它 的 可 去 奇 氮 ， 
(2) 当 jz) 为 za 次 多 项 式 时 , 则 z 一 ce 为 它 的 和 2 阶 极点 . 
(3) 当 js) 为 其 它 函 数 , ( 称 之 为 超越 整 函数 ) , 则 > 一 c2 为 它 
的 本 性 奇 点 ， 
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例如 ”e*， sinz， cosz 等 都 是 超越 整 函数 ,z= 二 oo0 为 它们 的 本 
性 奇 点 . 

根据 定理 4.7, 立 即 可 得 刘 维 尔 定理 ; 

定理 4. 10 有 界 整 函数 一 定 恒 等 于 常数 . 

利用 刘 维 尔 定理 很 容易 证 明代 数 基本 定理 :任何 n(n 之 1) 次 


代数 方程 至 少 有 一 根 ( 证 明 留 作 习 题 ). 


有 理 函 数 “7(z) 一 5 是 亚 纯 函 数 ,其 中 P,(z), Q(z) 是 


两 个 既 约 多 项 式 
Plz) 二 Qo 十 Qiz 十 Q@z 十 十 x2”?， 天 0 
Qalz) = Bo 二 Bz Bz 二 十 Bnz”, 天 0 
Q(z) 的 零点 是 f(z) 的 极点 ,在 zz 平面 上 除去 这 有 限 个 极点 外 ， 
f(z) 是 解析 的 ,由 于 


ar 十 


-1 十 … 十 对 
4 之 
bp 二 十 十 名 


pa Pi 


f(z) = i 


所 以 
lim/ (z) 本 coco, n>>m 

0， nm 
即 一 co 或 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ,或 是 f(z) 的 极点 ,我 们 还 可 证 得 : 
若 zx 一 co 是 亚 纯 函数 f(z) 的 可 去 奇 点 或 极点 , 则 f(z) 必 是 有 理 孙 
数 . 证 略 ) 

有 理 函 数 为 亚 纯 函 数 , 它 在 > 平面 上 只 有 有 限 个 极点 , 非 有 理 
函数 的 亚 纯 函 数 称 为 超越 亚 纯 函 数 , 它 在 > 平面 上 有 无 穷 多 个 极 


点 ,例如 一 -一 是 超越 亚 纯 函数 ,其 极点 为 z 二 2kri, 二 土 1， 


e—1 


土 2,…. 注意 此 处 & 关 0, 车 =0, 则 z=0 为 == 一 的 可 去 奇 点 .z= 


e*—1 


85 


co 是 极点 的 极限 点 ,因此 z= 二 吕 不 是 孤立 奇 点 ;对 于 超越 亚 纯 函 
数 , 若 存在 它 的 极点 的 极限 点 , 则 此 极限 点 必 为 co 点 ,事实 上 , 设 
(zi) 为 f(z) 的 极点 , 若 limz4 二 a 隆 00,， 则 了 f(z) 存在 非 孤 立 奇 点 a， 


这 与 亚 纯 也 数 的 定义 相 矛 盾 . 
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第 五 章 留 数 理论 及 其 应 用 


留 数 在 复 变 函 数 中 是 一 个 很 重要 的 概念 , 它 与 解析 函数 在 孤 
立 奇 点 处 的 罗 朗 展 式 有 密切 关系 ,应 用 留 数理 论 可 以 较 容易 地 计 
算 实 函数 中 某 些 积分 ,解决 积分 中 的 某 些 疑 难 问题 ,并且 亦 可 用 来 
计算 函数 f(z) 在 闭 曲 线 内 的 零点 和 极点 的 个 数 ,在 理论 上 和 实际 
问题 中 , 留 数 有 着 极 重要 的 应 用 . 


$1 留 数 及 其 计算 


1.1 留 数 的 基本 概念 


根据 柯 西 定理 ,我 们 知道 车 函数 f(z) 在 a 的 邻 域 N(a,7) 内 
解析 ,为 N(a,7) 内 任 一 简单 闭 曲 线 , 则 | f(z)dz = 0, 但 是 , 若 
a 汶 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 , 则 f(z) 沿 在 a 的 某 个 去 心 邻 域 0 二 
= 一 al 二 + 内 包含 a 的 任 一 条 简单 闭 曲 线 了 的 积分 一 般 就 不 等 


十 ce 


于 零 , 设 f(z) 在 a 点 的 去 心 邻 域内 的 罗 朗 展 式 为 f(z) 一 之 | cr(z 


开 二 一 OO 


a)"，,0 二 |z 一 a| 二 7, 对 此 展 式 的 两 端 沿 T 逐 项 积分 得 
| f(z)dz 二 27ic-;, 由 此 得 出 留 数 的 定义 . 


定义 1.1 设 f(z) 在 0 二 |z 一 a| 过 r 内 解析 ,a 是 f(z) 的 


孤立 奇 点 , 曲线 卫 是 正 向 圆周 jx 一 a| = o<, 称 积分 
吉 | f(z)dz 为 函数 f(z) 在 z 二 a 点 的 留 数 (或 残 数 ), 记 为 
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Resf (z) ,或 Res[ f(z),a| 


由 柯 西 定理 知道 ,定义 中 留 数 不 依 赖 于 圆周 矿 的 半径 ,即使 人 
不 是 圆周 ,只 要 本 内 部 包含 a 点 , 且 荆 含 于 入 (a,7) 内 的 任 一 条 闭 
曲线 都 行 . 综 上 所 述 可 得 


Resf (z) 一 | fC)dz 一 C_i 
当 & 为 f(z) 的 可 去 奇 点 时 , 则 Resf (zx) 二 
例 1 求 Res Sn 
解 
sinz sin(z— 7) 
Zn z 一 拒 
-一 | C 一 T) 一 Ce 一 x) 


1 
十 击 G@ 一 十 


一 _ _ 4 
= 一 1 十 和 二 攻 2 一 竺 二 二 
yj 
因此 
Res smz 一 ,=0. 


1.2 留 数 基本 定理 


定理 1.1 若 函 数 /(z) 在 区 域 D 内 除 有 限 多 个 孤立 奇 点 ai， 
“a; 外 处 处 解析 ,曲线 c 是 也 内 的 包含 这 些 奇 点 于 其 内 部 的 任 
一 条 正 向 简单 的 闭 曲线 , 且 c 的 内 部 全 含 于 总 , 则 

| fe)dz = 一 2ri > Res/ (2). 


一 1 
Cg 


以 js) 的 孤立 奇 点 人 为 中 心 在。 内 作 小 圆周 ci(k=1, 
它们 互 不 包含 和 互 不 相交 ,这 些 圆 周 及 它们 的 内 部 全 含 于 
gb 


D, 如 图 1.1 所 示 . 
1 一 CC 一 cc 十 cz 十 十 con， 
由 复合 财 路 上 的 柯 西 定 理 知 : 


| repdz= > | flz)dz 


下 一 1 ”6 


一 2xiy Res7 (z). 


和 贸 数 定理 将 积分 | 了 (z)dx 转 
化 为 计算 被 积 函数 f(z) 在 。 内 部 
各 孤立 奇 点 处 的 留 数 ,把 整体 化 为 局 部 . 因而 有 效 地 计算 孤立 奇 点 
处 的 留 数 是 应 用 这 定理 的 关键 ,一 般 由 罗 朗 级 数 中 c_,(z 一 4) 
项 的 系数 c ,来 得 出 留 数 Resfz) = c_，， 当 a 是 A(z) 的 本 性 厅 
点 时 ,这 方法 特别 实用 , 当 a 是 f(z) 的 较 低级 极点 时 ,我 们 还 有 另 
外 的 方法 来 计算 留 数 ,下 面 给 出 极点 处 留 数 的 计算 法 ,这 方法 对 
一 二 级 极点 非常 方便 . 

定理 1 2 设 。 为 /<) 的 级 要 点 , 风 


dT — a)”f(z)j]. (1.1) 


图 1.1 


1 ]; 
Rs = 1 二 1 


证 因为 a 为 f(z) 的 mm 级 极点 ,因此 f(z) 在 0 二 |z 一 a| 二 6 
内 的 罗 明 级 数 为 


Fa) 一 一 二 


(z 一 a)” (ZO— a)”™ | 


十 C1 (之 一 a) 


二 coz 一 4) 人 ?十 …，c_mn 关 0 
两 边 同 乘 以 (z 一 a)” 得 
(一 Crfz) 一 cs 十 cz 一 Qa) 十 … 十 ci(z 一 CD) ! 
十 co(z 一 C) 十 cl(z 一 a)”tl 十 …， 
对 上 式 两 边 求 m 一 1 阶 导 数 , 旦 令 z->a 得 
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Him -5 二 一 [rz — a)”f(z)) = Gn — 1)1ci. 


因此 
Resf (2) = 01 — ti lm iT — a)"f(2)] 
公式 的 另 一 种 形式 是 在 0 过 |z 一 a | 二 6 内 有 
$y(z) 
f(z) 一 Cz — a)”’ 


其 中 y(z) 在 a 太 解 棉 ， 日 Yla) 关 0, 于 是 
lim 人 -一 [cz 一 a)”f(z) | = ya), 


所 以 


_ 多 z) m— 
Res (z—a)” (oa 一 -人 (07. 


推论 ! 车 4 为 /(z) 一 并 号 的 一 级 极点 ,其 中 (x) 在 a 点 解 


析 , 则 
Resy (z) = J(a). 


推论 若 a 是 f(z) 一 -2; 的 二 级 极点 ,其 中 y(z) 在 a 点 


(z—a)’ 
解析 , 则 
Resf (z) = y (a). 


推论 3 车/(z) 一 和， 其 中 y(z)，g (2) 在 a 点 解析 , 且 


Jy(a) 沽 0; 同时 a 是 g(z) 的 一 级 零点 , 则 Resf(z) 二 多 


证 ”由 给 出 的 条 件 知 z=a 是 f(z) 的 一 级 极点 , 且 8 (4a) 一 0， 


ga) 天 0. 
因此 
ji; C2 yz) ya) 
Res7 (z) limtz a) g(z) | a gC) — g(a) g(a). 
它 一 巡 
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例 1 求 Resz 一 下 和 


解 = 一 0 是 -人 的 二 级 极点 


1 i re 
Res zs 一 75= lmls z(e 一 1) 


_line 一 1 一 ae- 1 
2—*0 (e= 一 ] 7 2 
另 一 法 
1 1 
ze — 1) [十 六 = 十 贡 呈 十 
今 
J(z) = ! 


| 1 1 ， | 
1 2 全 3 性 
在 之 二 0 处 解析 ,由 推论 2 得 


1 1 
Kes ze 一 一 少 (2) -一 一 方 . 
例 2 求 Fe) 一 -1 1 点 处 的 留 数 . 
解 >z 一 0 是 f(z) 的 三 级 极点 ,z= 二 nnn 二 十 1 ,十 2,…) 是 f(z) 
的 一 级 极点 . 
由 推论 3 
1 1 
Res/f(z) 一 Res 2 一 
之 二 nN xz 一 Ar SINg COSZ | ,nn 
(一 了 入 加 
和 (nx): * (n 一 士 1， 士 2 ) 


用 公式 (1.1) 计 算 Resf(z) 较 繁 ,我 们 通过 罗 朗 展 式 求 c-, 得 出 留 
数 
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es 一 人 OC 一 1 一 1 
人 二 0 ZS1Nnz 31 6 


例 3 计算 积分 | tegrzd>。 Co 为 自然 数 ) 


SINT 


= _ TT 1 
Loan 孤立 奇 点 为 rz 二 kz 十 5 即 xx 一 下 十 7? 


(4 二 0, 土 1, 土 2…) 为 一 级 极点 ,在 圆 |z| 二 nn 内 有 22 个 
(k 一 0， 士 1， 十 2， 十 (7 一 1)， 一 1) 


解 tgrz 一 


ZE 


SINAZ 1 
Res tgnz 一 CS = 一 
一 十 二 COS 开 之 = 一 古寺 
因此 
n—1 
| tgnzdz 一 2ri > ， Res tgnz 
| | 一 天 R=-—n Yk 
。 1 . 
一 27XL 。211 一 一 | 一 一 4nl. 
n 


1.3 无 穷 远 点 的 留 数 及 其 计算 


定义 1.2 设 f(z) 在 D:R 二 |z| 二 十 %% 内 解析 ,对 于 DD 内 任 
-下 向 圆周 c: |z| 二 po 汪 >R, 规定 f(z) 在 2 点 的 留 数 为 


Resf(2) = Fi| f(z)de, (1. 2) 
(c- 表 示 顺 时 针 方向 ,对 万 来 说 ,可 看 作 绕 ce 点 的 正 癌 )， 


十 co 


车 f(z) 在 R<|z| 二 oo 内 的 罗 朗 展 式 为 之 , cvz"， 显 然 


所 == 一 CO 


Resy (z) 一 二 | fC)ds 一 而 | fd 一 一 C_ 1， 
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由 (1.2) 式 ,如 果 令 z= -到 ，C:Z 二 0e 0<0 过 2x， 则 :一 re7 
二 e ,于 是 让 一 方 ,9 一 一 9, 因此 当 < 沿 着 。 走 一 图 时 ,6 将 沿 着 
;5 一 nie" 走 一 圈 ( 逆 时 针 方向 ), 而 函数 f(x) 一 了 | 志 | 一 VC) 在 0 
151< 丙 内 解析 ,因此 5 一 0 是 了 | 志 | 的 孤立 奇 点 ,由 (1. 2) 式 得 


Resf(z) -| 7 cdz= 二 | /| | | — 志 | 作 


让- 坝 
由 此 我 们 得 到 


定理 1. 3 Resf(z)=— Res 1 总 | 二 | 


1.4 扩充 复 平 面 上 的 留 数 定理 
定理 1.4 在 f(z) 在 扩充 复 平 面 上 只 有 有 限 多 个 孤立 奇 后 


Wl» 人 29 """*y dn oo, 网 


Resf(z) 十 > Resf(z) 一 = 0. 


一 1 


证 取 充 分 大 的 R， 使 gaia "Qn 全 会 于 圆 || 一 R 内 部 ,于 是 
人 作 圆 周 c: |z| 二 RR, 因 此 有 


5 上 | Fedz 一 一 = f(z)dz, 
而 由 定理 1. 1 和 定义 1. 2 得 
元 ;| Acedz 一 > Resy (z) ， 


OAl 


去 | f(z)dz = Res/ (z) ， 


故 Resf(z) 十 > Resf(z) = 0. 


本 定理 在 计算 闭路 积分 时 很 有 用 处 
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ji 2 十 天 
解 ” 函 数 二 -有 一 级 极点 xs 一 
之 


(& 一 0,1,2,3) 全 含 于 
|z | 二 2 内 , 另 一 孤立 奇 点 ce, 由 和 定理 1. 4 


. 1 
2 Res oi 2 
R 1 1 
-2 - MES 1 二 
之 
. 之 
一 2m Res 7 Fz — 


0. 
PA 
2? jg 
例 2 求 积 分 | (zc + 2) (zi 十 173 之 ， 


2 .一 5 
解 函数 二 下 ie 的 扳 立 奇 点 为 十 V2 i( 三 级 极 
点 ), 土 (二 级 极点 ) 和 2 点 ,前 面 10 个 孤立 奇 点 全 在 圆 |z|= 二 3 内 ， 
由 定理 1. 4 得 


| 


sz 十 2)5Cz2 十 1 


9 
一 一 2Tl Res 


之 
z= (22 十 2)30z2 十 了) 
1 
. 1 
一 271 Res|- 了 5 。， 五 
二 人 0 1 1 这 
3 十 2 3 十 1 
=—~2xi Res 1 
| z-0 Z(l1 二 22:)3( 十 2) 
. 1 . 
-2 0 oT | A™ 


例 3 计算 积分 | 3 esdz ,为 正 向 圆周 |z| 一 2. 
解 、f(z) 一 je” 的 孤立 奇 点 为 < 一 0, 一 1,c0, 前 两 个 在 |z 
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zi 1 ， 1 | 
| e “dz —— 2ri Res| Te | = 2i Res 二 |， 
在 0 过 |z| 过 1 内 
一 二) 
1 十 z 十 下 空 十 可 十 和 
了 工 _1 1 工 
C1 3 2 十 1 1 三 3 1 
之 1 2X1 
故 | 二 - dz 3 


3 2 留 数理 论 在 定 积分 计算 上 的 应 


留 数理 论 的 重要 应 用 之 一 是 计算 某 些 定 积分 和 广义 积分 ,这 
些 积分 在 实 函 数理 论 中 计算 是 相当 麻烦 的 ,而 在 复 函 数 积 分 中 只 
要 选取 适当 的 积分 闭路 ,应 用 留 数 定理 就 能 较 容 易 地 计算 它们 .我 
们 这 里 仅 考虑 几 种 特殊 类 型 的 积分 , 先 应 用 解析 哨 数 计算 形 如 


| Rose,sinp)d4、 | Rr)dz 和 | R(Cz)edz(o > 0) 的 积 
0 一 oa oo 


分 ,其 中 RCz). 或 RCcos9,sin9) 分 别 表示 或 cos9,sinb 的 有 理 明 
数 , 然 后 应 用 多 值 函数 来 计算 某 些 积分 . 

2.1 。 有理 函数 的 积分 | jyax 

首先 我 们 易 证 得 下 列 丙 个 引 理 : 

引 理 1 设 f(z) 沿 弧 Sk: z= 二 Re”, (0 雪 0 雪 0，R 充 分 
大 ) 上 连续 ,上 且 limzf(z) 一 则 


ZEdR 


lim | f(z)dz = 1(0, 一 0.)4. 
本 一 oo SR 
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引 理 2 设 f(z) 沿 圆 弧 S$: z 一 4a = re”, (0 之 9 之 所 yr 充分 
小 ) 上 连续 , 且 lim(z 一 a)f(z) = 4 在 S, 上 一 致 成 立 , 则 有 


lim| fz)dz = i100, — OA. 


证 明 留 作 习 题 . 
、 Pz) coz? 十 cz? 十 … 十 cs 
定理 2 1 设 740) 一 Gy be Tb Tb 


pb 均 不 等 于 0) 其 中 p(z), Q(z) 是 互 质 多 项 式 , 满 足 条 件 (1) 9 一 
之 2, (2) 在 实 轴 上 QCz) 夭 0, 则 | “zydz= 2 Resf(z) 
(as 是 f(z) 在 上 半 z 平 面 上 的 极点 ) 
证 取 闭 路 TR 一 CR 十 AB 
如 图 2. 1 所 示 ,其 中 Cr: |z| = AR, 
AB:.— RTR,y 二 0, R 充 ce 
分 大 ,使 /(z) 二 党? 在 上 半 平 / 


面 内 的 极点 ai,(k 一 1,2,…) 全 
含 于 Tg 内 部 
P(X) 


由 于 f(z) 一 可 3 中 分 子 次 

数 至 少 比分 母 次 数 低 两 次 , 在 实 
十 ce 

本数 广义 积分 化 散 理论 中 知道 积分 | “f(z)dz 存在 ,有 


R 十 oo 
lim| f(x)dz = | f(r)dz. 
一 coJ —R 一 co 


图 2.1 


因为 lim zf(z) 一 0. 由 引 理 可 知 lim | f(z)dz 一 0, 据 留 数 基本 


定理 有 
| f(z)dz = 2xi > ， Res f(z). 
TR 


za 


而 上 式 左 边 
| ja)dz = | f(z)dz+ | fodz, 
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| adz = 2riB) Resf (2). 


、 十 ce x’ 
例 1 计算 | Td 


解 ” 积 分 
dx XT dz 
| 1 十 Zz 十 x 让 二 训 二 训 十 并 
作 - 
* 
2 2(z2— 1) 
fT TT 
令 z 二 1 得 


“VT ee, k= 012,3,45) 
函数 f(z) 一 -二 加 在 上 半 平 面 的 极点 是 


1 
2 2 

它们 都 是 一 级 极点 ,而 limzf(z) 一 0， 由 定理 2. 1 得 
[far = 让 + 2riResf (2) + Resf (2)] 


2 十 4e 2 十 4"e-” 
1 V3. 1 V3 
-nil21 7 1 2 | 5 
2 v31 一 2V3i 


1 :M3 [经 1 :V3 


1 
这 二 e333 一 一 一 十 1 一 一 . 
9 2 9 


2 
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_ 
2 3 


例 ] 计算 | ET (自然 数 4 之 1) 


解 令 f(z)== CT 它 满足 定理 2. 1 的 条 件 ,f(z) 在 上 半 
平面 的 孤立 奇 点 是 2 级 极点 ). 
一 1) 


Resy (=) (CO— 1)1 ke 十 5 


1 DD nt Dn 二 nm 2) 
(n TT 1)1 (z 十 iD 一 1 | 
(一 Da 一 22!1 (2n ~ 2) 


[Eo DID™! [Con 一 1)1]?22 1 .1i 


(2n 一 2)! 
及 以 | Cz Cy ~ 2 Resf le) = 2 Ln TT 


2 形 如 站 ”CDerax 的 积分 Cm>0 


引 理 3 〈 约 当 引 理 ) 设 CR:|z| 一 R>0，0 过 argz 一 0O 妇 rr, 如 
果 (1) f(z) 是 Cr 上 的 连续 函数 (CR 充分 大 ). (2) 在 CR 上 |f(z)| 
Ma( 与 9 无 关 ), 其 中 Mr 一 0, 当 R 一 十 Co 时, 则 当 区 >0 时 ,有 


lim | f(z)e™dz 一 0. 
RR 二 oo cp 


证 明 留 作 习 题 . 
定理 2.2 设 P(r),Q(z) 分 别 是 p,q 次 的 互 质 多 项 式 , 且 9 之 
p+1， Q 7) 在 实 和 上 元 要 点 风 
T(z) im 


P(r) eimz 
_ Ory dz 一 2ri 2 Res Oy ,mn>0), 
其 中 aa 是 RED 在 上 拉平 面 内 的 上 


证 取 围 线 Tk 一 Cr 十 4B( 与 定理 2.1 中 相同 ),R 充分 大 ， 
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使 西数 (在 上 半 平 面 的 极点 全 含 在 有 内 部 ,| 5E)e ”的 孤立 


Pl(z) , _P(z) o 、 
奇 点 就 是 可 汉 ) 的 极点 | . 令 /(z) 一 二 C5， 则 其 满足 约 当 引 理 的 条 
件 (1),(2)， 又 z 盖 0, 因 此 
lim ,f(s)e™de = 一 0, 


R— oo 


当 RR 充分 大 时 
P(gz) im R P(X) io 已 (z) ima 
co. QZ) dz 十 | ge dz -| Az)e 


A Res o De ez ， 区 RL 在 Imz 之 0 内 的 极点 


°” P(r) I” 


_, Q(x) 
、 t® cos2x 
例 3 ”计算 积分 1 = | 了 dz 


P (2) Wim 
Q(z) 


dz 一 ?fi 之 ， Res 


解 ” 令 f(z) = 二 ,考虑 积分 1 一 | zdx， 因 为 
m 二 2 > 0， f(z) 满足 定理 2.2 的 条 件 , 从 而 有 
[ ee ”dr 一 2Tl Res ee 
六 zi 补 


oo 
Im = : dz 一 0. 


sinZj 
dz 


例 4 计算 积分 | 


十 ea + 十 co ， 十 eco ix 
| qz = 二 2zdz 一 二 四 | dz 
0 人 2J_。 并 2 并 
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由 于 函数 的 极点 = 一 0 在 实 轴 上 ,不 符合 定理 2. 2 的 条 件 , 如 果 取 
图 2. 2 的 闭路 ,问题 就 能 解决 ( 留 给 读者 自己 完成 ), 下 面 我 们 仅 在 
选取 被 积 函数 时 稍 有 变动 ,而 所 取 闭 路 仍 与 图 2. 1 相同 . 因为 


十 co ， PT 二 co rr 1 
| 22<dz 一 Im| | 2 li. ， 


oo 六 oo i 


图 2.2 
令 f(z) 二 < 一 +, = 一 0 为 可 去 奇 点 ,定义 


之 


e*— 1 
Ar- 


1 ， 之 二 0 


则 | f(z)dz = 0, 其 中 Te; cx 十 [一 R;R] 为 图 2.1 中 闭路 . 而 


iz R ir 
| f(z)dz= | 5 1 十 | as 二 1 dz 一 0， 
Fn CR —R 之 


由 约 当 引 理 
| edz -> 0, 当 只 ~ 十 co 时 ， 
又 知 积分 


| 41, 一 Xl， 
C ,之 


R 
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2.3 积分 | Reose,sine)ae 的 计算 
必 


RCcos0,sin0) 是 cosg,sing 的 有 理 函 数 , 这 种 积分 可 以 化 为 单 
位 圆周 上 的 复 积 分 , 令 z 二 e”* 0 二 0 和 27, 则 


1 va -ol 1 
cos0 = 5 (e! 十 e”“) 一 7 之 十 > | , 
， 1 这 一 地 _1 1 
sin0= 7 (e"'—e ")= 元 | 一 闷 ， 
dg 一 二 dz 1 gz 
ie lz 
于 是 
2x 1 “了 工 |4d 
| R{cos0,sin0)d0 = | RI”™ 下 之 5 
0 |z|=1 2 9 91 


被 积 函数 f(z) = 声 R 
9 91 
|z| 过 1 内 的 极点 是 Ul 29 9 Cn 则 


2 1 1 
| RCcos0,sing)d0= | i 十 过 
站 


1 1 
3 和 z 的 有 理 函 数 , 若 f(z) 在 


|z|=1 1 之 


例 5 计算 积分 了 一 | py a>1 
解 人 
一 =| 1 1 dz 
a 二 co zl=1 1 | 1 
2 十 7 


一 dz 
L122 十 2az 十 1 


1 
ti 
Va 一] ， 由 a 放 1 知 a 在 圆 |z| 过 1 内 ,as 在 |z| 志 1 外 ,因此 


1 
一 二 
。 oAl Aes | 


2 


2 二 4] a 一 一 1 


、 Sin20 
例 6 ”计算 积分 了 = 5 下 30o8gdL 


解 令 z=e*， 则 了 T= 于 | zl) 
2 re Ye 
(z? 


函数 f(z) 二 7 证 ;的 家 点 为 ai 二 0( 二 级 ) ,as 二 一 
(一 级 )， 43 一 一 3( 一 级 ) ,而 aa 在 圆 |z| 天 1 内 


Te 1 1 
Resy (2)= et 1) Cz 二 可 | 一 9， 


(z 一 1)° 8 
z2(3z 十 1)(z 十 3) 9 


] 


ra 


Res f(z)= lim (z+ 总 ) 。 


之 一 一 二 & 一 二 
3 


3 


于 是 7 = 本 2riL Resf (z)+ Res f(z)] 
= 一 一 

| 1 8 一 红 

本 | 9 +9) = 9 
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的 两 个 极点 是 Q1 二 一 a 十 vvC2 一 ] ， QA» 一 一 


1 


3 


2.4 关于 多 值 函 数 的 积 


当 被 积 函数 是 多 值 函 数 时 ,我们 要 适当 割 开 x 平面 ,使 其 分 出 
单 值 解析 分 支 ,才能 应 用 柯 西 定理 及 留 数 定理 , 取 不 同 的 分 支 ,其 
积分 值 亦 不 相同 ,在 这 里 我 们 仅 举 出 一 些 例子 . 


十 oo 1—a 
例 7 计算 积分 | [二 dz， (0<a<2) 


将 = 平面 泊 正 实 轴 割 开 , 取 多 值 函 数 z2 “的 单 值 分 支 ,使 当 z 
在 正 实 轴 上 边沿 时 取 值 为 zx “, 当 z 在 正 实 轴 下 边沿 时 取 值 为 


ze2a-os， 这 个 单 值 分 支 仍 记 作 xz 一 ,考虑 函数 三 一 


1 于吉 在 图 2. 3 中 
围 道上 的 积分 ,我 们 有 
于 dz | rn 1 于 a 
-2 [Res| 行宫 上 + Res| 4a|] 
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由 于 a 之 0, 故 当 R> 十 co 时 


zl!“ Ri-*oxR 
nr 1 le Rr >0, 
又 因 a 二 2, 故 当 和 
| el a, 27re 加 1 
1 1 十 z? ba ]—e ， 
Zl” 2! Tl— oi 
而 了 ss 许 训 | = 2 2 
3 、 
| l—a 1l—a Boi 
Res | 一 二 一 —， 
z= 一 i\ 1] 十 之 z 一 1|。- ， 一 21 
5 (1— oi 3 0] yi » 一 _ 3eri 
故 im | dx ee | le Fre? 
R*t~ “1 十 zx? ] eso 一 [一 二 
ede) 
ee 一 ox 
2sin 7 
十 ce xl” 元 
| 1 z= ax” “0<0<2) 


9s1N — 


2 


考虑 函数 7 5 在 国 2 4 中 国道 C 上 的 积分 ,C 由 二 个 半圆 
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周 Ca,C: 以 及 oz 轴 上 两 线段 组 成 .在 C 内 部 仅 有 一 个 二 级 极点 z 
二 i, 而 其 支点 z= 二 0 及 zx 一 co 已 不 属于 CC 的 内 部 , 故 f(z) 在 C 所 围 
的 有 界 闭 域 上 , 除 z= 二 i 外 是 单 值 解析 的 . 令 yy(z)==(z 一 i 


Inz lnz 


(z2 十 1)? Cz 十 i)2" 


， _1, 1 四 2 
VOT TD GH 
则 
lInz 1 、 T 十 2 
Res (1 十 CT | = y (1) = 本 
由 于 
lInz 
MF 0 
由 引 理 1 知 
lnz 、 
| (1 十 >0; ( 当 尺 一 十 ce) 
义 因 lim x i=0, 由 引 理 2 知 
lnz 
| (+0,(3e > 0) 
在 线段 eR 上 ,z= 二 ze (zx 这 0) 
]im lnz > 二 | 二 亚 订 lnz 
R> to 。 (1 十 22)? o 《i 十 TF 


在 线段 (一 尺 )( 一 e 上 ,= 一 ze (z>0) 


lnz 二 Inz ni, dz 一 erdz 一 一 dz， 
1 | lInz dz=— | ny 十 ri xi 
Rt R (1 十 Zz) 二 oo (1 十 CF ad 
四 -| lnz 十 zl 
(1 十 CF Zid 


于 是 , 当 尺 ~ 十 co,s~0 时 ,由 留 数 定理 得 
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十 co jnz lnz 二 ri  。，，xr 十 2 
| qe +) dT) 2 


比较 两 问 的 实 部 ,得 


2| lnzx 加 A 
0 (] 十 并 CF zd 2 


故 


心 | 忆 


j (1 de 和 
例 9 计算 积分 | 一 一 


(z—2) VI—z 
考虑 多 值 函 数 
f(z)= (zz— 2) v1l— xz’ 
在 z 平 面 上 取 线 段 [ 一 1,1j 作 为 割 线 ， 
得 一 区 域 ,在 此 区 域内 可 以 把 f(z) 分 
成 解析 分 支 , 取 在 割 线 上 边沿 v1 一 x 
为 正 值 的 那 文 ,可 规定 arg (1 一 zz) 二 
0, arg (1 十 z) 一 0, 取 积分 围 线 如 图 
2.5 所 示 , 当 > 从 上 边沿 沿 攻 , 按 顺 时 
针 方向 转 到 下 边沿 时 ,arg (1 一 z) 减 少 


图 2.5 
2x,arg(1 十 z) 不 变 , 因 此 f(z) 的 幅 角 增加 一 x, 故 在 割 线 的 下 边 
f(z)=(z—2) VI Ae "=— (r+— 2) Vi— xz, 


R = lim 1 1 1 
CS OO TXT, 9 
z 二 2 FE ) -2 /Ta /Fe -i /3 
由 留 数 定理 得 
| dz | 上 一 1 十 s dr 
一 1 十 E (TX 一 2) V1i— x i—e 一 (xz — 2) V1— x’ 
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+ #55+ | 区 Fe + + 去 FO 


_ _ ox 
2 Res| 7 |— /3 
由 引 理 1 与 引 理 2 知 , 当 尺 十 ce,e~>0 时 有 
dz dz dz 
» Fl) | Fo 一 J Fl) 
1 一 上 一 1 十 E 
而 | dz 上 dz 


-te (tT—2) VI—x -ee 一 (人 一 2) Viz 


=2| dr 
te (tT — 2) VIT— x 
令 e->0 得 


| dz 二 2 
-1(XT— 2) vl— xXx’ V3 
所 以 


dz ke: 
| os a- V3 
3 3 ” 幅 角 原理 及 其 应 用 


留 数 理论 的 又 一 重要 应 用 是 计算 积分 
1 f(z)y 
27riJc fz) “， 
有 时 称 这 积分 为 f(z) 关 于 曲线 C 的 对 数 留 数 . 我 们 可 由 它 推出 幅 


角 原 理 \ 应 用 幅 角 原理 来 研究 多 项 式 在 某 个 区 域内 的 零点 的 个 数 . 


引 理 1 车 a 是 解析 函数 f(z) 的 级 零点 , 则 a 必 是 他 (3 的 


一 级 极点 , 且 Res J 一 
证 ”由 引 理 条 件 可 知 在 a 点 革 邻 域内 有 f(x) 二 (z 一 4a)"p(z)， 


f'(z) nn Pp" (z) 
其 中 g(z) 在 4a 点 解析 , 且 9Xa) 关 0, 而 人 (的 一 二 
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显然 2 人 在 a 点 解析 ,因此 4 为 克 5 宫 的 一 级 极点 ,并 有 


pO 
Kes Flz) 一 由 
引 理 2 ” 若 是 解析 函数 f(z) 的 户 级 极点 , 则 2 必 是 六 5 的 


一 级 极点 ， HRes (Y= —p. 


证 由 极点 的 性 质 ,可知 在 8 点 的 某 个 去 心 邻 域内 有 


2 
Je) 一 [7， 


其 中 YGz) 在 2 点 解析 , 且 YV2) 天 0， 
而 f(z)_ —p 多 (人 z) 
jz) z—b VCz) 
y (2) eh f (2) 
—p. 
定理 3. 1 设 f(z) 是 区 域 万 内 的 亚 纯 函 数 ,alyaz，…，0x; bi, 
Dr， ,Or 分 别 是 fC) 在 已 内 的 零点 和 极点 ,它们 的 级 别 分 别 是 
nis N29 3 Pis Bo C 是 D 内 任 一 条 包围 了 f(z) 在 D 


内 所 有 零点 和 极点 的 正身 简单 闭 曲 线 , 则 有 


刀 (z) 加 
击 | Fd = Nsc) — pfc), 


其 中 和 NC(f,c) 为 f(z) 在 C 内 的 零点 个 数 ,p(f,c) 是 f(z) 在 c 内 的 
极点 个 数 (& 级 算 训 个 )， 
证 由 留 数 定理 和 引 理 1， 引 理 2 得 


1 万 (z)1 大 Ce f(z) 
2rjj。 Fz) dz Deh ?+ Re f(z) 


= Dn — Dp = No — plfsc), 
推论 ! 若 函 数 jz) 在 正 向 闭 曲 线 C 上 及 C 内 解析 , 则 


1( f(z) 
27jij。 Frey dz z= N(f,c). 
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定理 3. 2 ( 幅 角 原理 ) 者 .A(z) 在 闭 曲 线 < 上 解析 , 且 是 < 内 
的 亚 纯 咕 数 ,在 c 上 无 零点 , 则 
NCf sc) 一 07,e) = FAArgf (x), 
其 中 A.Argf(z) 表 示 z 沿 c 正 向 绕 行 一 周 时 , 幅 角 Argf(z) 的 改 
变量 . 
证 令 忆 二 f(z), 在 这 映 冉 下 ,c 的 象 是 卫 , 由 于 在 c 上 f(z) 
关 0, 因 此 曲线 厂 不 经 过 原点 多 二 0. 如 图 3. 1. 


图 3.1 


1 f (2) 1 dvw _ 1 A 
而 2niJc f(z) dz = 2ziJr w 2ni Ln) wer 的 改变 量 ] 


当 之 从 zo 出 发 沿 c 正 问 绕 行 一 周 ,Ww 二 f(z) 从 wo 二 (zo) 出 发 
沿 Tr 绕 行 旦 回 到 wo= f (zo0) ,而 改变 量 
A(Lnw) lyer = (Alnlw| + iAArgw),er, 
其 中 (Alnlwl|),er=0, 因此 


_1r f(z), 1 
N(f ,cc) pOf ,ce) ~ oxi c f(z) dz 3x ATEW |wer 


_1 
一 3n SAAT (2). 


当 象 曲线 忆 内 部 不 含 原点 w= 二 0 时 ,显然 A.Argf(z)=0. 
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例如 f(z)=z: 在 圆 |z| 二 1 内 有 两 个 零点 z= 二 0 (二 级 ) ,无 极 
点 ,由 幅 角 原理 知 


1 ;1 1 
N= 让 AArgz 一 nA 2Argz) = Fz 4 一 2， 


定理 3.3 (Rouche 定理 ) 

设 (1) 困 数 f(z)，g(z) 都 在 闭 曲 线 c 上 及 c 内 解析 , (2) 在 < 
上 |f(z)|>|g(z)|, 则 在 c 内 函数 f(z) 十 g(z) 与 f(z) 有 相同 多 
的 零点 . 

证 由 定理 条 件 得 出 在 c 上 , |.Fz)|>1g(z)| 辫 0 和 |.Cz) 十 
gz)| 之 | jz)1 一 |g(Cz)| 0 所 以 在 c 上 无 FGz) 和 JJFGz) 十 g(Cz) 

因为 f,g 在 c 上 和 < 内 解析 ， 1 和 定理 3. 2 得 


1ff+ea, 1 
N(f + g,c) = 3nd]. f+ dz 一 Dn LAArgCF 十 g) 
Eg (2) 


1 了 
= 人 Argf (2) + Arg(l + Fo)， 


No = dz 一 AArgf(z), 


Af 
fF f+e 
所 以 NN(f ,ec) N(f 二 gc 一 | 7 Fg dz 
1 SCz) 
一 3x eATE 1 十 fz) , 
令 由 一 1+ $5 = 8&2 | 一 1 (Ec). 


当 z 沿 c 正 向 绕 行 一 周 时 , 象 曲线 卫 ( 如 图 3.2) 始 终 在 圆 
lw 一 1| 二 1 内 ,因此 厂 内 部 不 全 原 点 w= 二 0, 则 AArg 


ECz) 
3 一 0， 
故 Nec) 一 N(fig,c)=0 
即 N(f,c)= N(f+ig,c). 


定理 3.4 若 jz)，g(z) 都 是 c 内 的 亚 纯 函数 ， 日 在 。 上 解析 
以 及 igCz)| 二 |f(z)|, 则 
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图 3.2 


NC(f + gc) — pf + gc) = N(f,c) — plf ,ce). 
证 ”由 定理 的 条 件 可 推 知 在 c 上 无 f 与 f 十 g 的 零点 ,由 幅 角 


原 更 
NOf 4 gc) — pf 二 gc) = MArgCf Cz) + g(z)), 


而 Arg(f+e)=Argf+Arg(l+ ff)， 


。 g(Z) | |g(z) 


因此 AArg(1+ 和 )=0. 


1， 


dz. 


_ 1 _1|f() 
故 N(f+g) -pf tg = rhArel 一 5 :fiz) 


~N(f,c)— pl,c) 

例 1 用 路 西 (Rouche) 定 理 证 明代 数 基本 定理 :n 次 多 项 式 
plz)=aoz’ Ta 十 "十 Qn_1Z 十 a (ao 天 0) 有 且 仅 有 ?7 个 零 
后. 

证 令 F(z) 一 aoz"， g(z) 二 Qlz” 十 十 ao 之 十 Go 
[ai 十 la 十 … 十 |a，| 了 | 时 


|ao | 


当 |z | 盖 max 
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lg(z)| al lz 一 十 le lz 一 十 和 十 ao 
< (ai 十 lc 十 … 十 |a.|)|zl 一 
<lallz|” = |f(z)|. 

所 以 当 RR 充分 大 时 ,在 |z|= 二 RR 上 |g(z) | 二 |f(z)|,g(z),，f(z) 都 
是 解析 函数 ,满足 路 西 定理 条 件 ,在 圆 |z|= 二 R 内 , f(z) 十 g(z) 王 
Plz) 与 f(z) 一 aoz” 有 相同 多 个 零点 , 即 有 nn 个. 

为 一 方面 , 因 oo 天 0 则 lim_ 1p(z)|= 十 吕 , 说 明 当 RK 充分 大 
时 ,在 |z| 一 R 上 ,|p(z)| 放 1, 因 此 在 圆 |z|==R 外 ,无 p(z) 的 零 
点 ,; 故 训 (z) 在 > 平面 上 有 且 仅 有 ?2 个 零点 . 

例 2 证 明 方 程 2z’ 十 8z 一 1 二 0 在 圆 环 1 过 |z| 二 2 内 有 四 个 根 . 

证 令 f(z) 一 2z:,g(z)==8z 一 1 

在 |z|=2 上 , |f|=64, lg| 志 8|z| 十 1==17, 所 以 |f| 二 1g|， 
由 路 西 定理 知 f 十 g 二 2z' 十 8z 一 1 与 /二 2z' 在 |z| 过 2 内 有 相同 多 
个 零点 ,因为 上 有 五 个 ,因此 f 十 g 仪 有 五 个 零点 全 在 |z| 二 2 内 ， 
男 一 方面 ,在 |z| 二 1 上 ,|f|=2, |g| 过 81z| 一 1==7, 所 以 1g(z)| 
|f(z)1, 显然 在 |z| 二 1 上 无 g(z) 及 f(z) 十 g(z) 的 零点 ,而 
g(z) 在 jz|j<1 内 有 一 个 零点 ,由 路 西 定 理 知 f(z) 十 g (xz) 二 2z5 十 
8z 一 1 与 5(z) 一 8z 一 1 在 |z|<1 内 有 相同 多 的 零点 ,因此 2z 十 8z 
一 1 在 |z| 二 1 内 只 有 一 个 零点 ,综合 上 面 讨论 ,方程 2z; 十 8z 一 1 二 0 
在 圆 环 域 1 二 |z| 二 2 内 有 四 个 根 . : 
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第 六 革 解析 开拓 


我 们 已 经 知道 ,如 果 两 个 解析 函数 在 某 一 点 的 一 个 任意 小 的 
邻 域内 重合 ,或 更 一 般 地 在 某 区 域内 无 穷 多 个 点 列 上 相等 ,而 点 列 
的 聚 点 在 此 区 域内 , 则 此 两 解析 函数 在 此 区 域内 完全 相等 . 这 是 一 
个 和 实 变 函 数 有 着 本 质 上 区 别 的 性 质 , 在 实 变 函 数 中 ,一 个 定义 在 
区 间 [a,5]J 上 的 函数 f(z) ,我 们 可 用 无 限 多 种 方式 将 这 函数 的 图 
形 延长 到 区 间 以 外 去 ,而 不 破坏 它 的 连续 性 . 对 于 解析 函数 来 说 ， 
定义 域 的 扩大 ,只 要 是 可 能 的 话 ,那么 扩大 将 是 唯一 的 , 即 它 在 某 
一 区 域内 的 值 完全 地 唯一 地 确定 了 它 在 这 个 区 域 以 外 的 值 . 在 这 
一 章 中 ,我 们 将 研究 解析 函数 的 解析 开拓 的 概念 及 方法 ,我 们 还 要 
进一步 引进 黎 曼 曲 面 的 概念 ,将 多 值 函 数 看 作 黎 曼 曲 面 上 的 单 值 
解析 函数 . 


YI 解析 开拓 的 概念 与 方法 


定义 1.1 设 阔 数 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 , 设 区 域 G 包含 也 ， 
若 存 在 消 数 F(z), 它 在 G 内 解析 ,和 且 在 DD 内 F(z)= 二 f(z)， 则 称 
函数 f(z) 可 以 解析 开拓 到 G 内 ,并 称 (z) 为 f(z) 在 区 域 G 内 的 
解析 开拓 . 

例 1 和 是 ee 的 解析 开拓 

sinz 是 sinz 的 解析 开 后 . 


例 2 设 f(z) = 之 jz， 它 在 区 域 D: |z| 二 1 内 解析 . 则 它 可 


以 解析 开拓 到 整个 = 平面 除去 z 一 1 外 的 区 域 C 上 . 
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事实 上 ,在 D 内 ,f(z) = >” = 则 函数 F(z) 一 


一 一 ,就 在 G 内 解析 , 且 在 DD 上 有 F(z) = f(z). 


当然 并 不 是 对 所 有 区 域 D 内 的 解析 隆 数 都 可 以 进行 解析 开 
拓 , 但 是 车 存在 解析 开拓 , 则 必 是 唯一 的 , 因为 若 有 两 个 函数 
Fi(z) 及 F(z) 在 G 内 解析 :DCG, 且 在 DD 内 Fi(z) = f(z) 及 
F(z) 一 jz), 则 由 解析 函数 的 唯一 性 定理 知 在 C 内 必 有 Fi(z) 
一 EF,(z). 

下 面 我 们 介绍 几 种 解析 开拓 方法 

定理 1.1 设 平面 上 的 区 域 Di 与 D, 有 一 个 公共 部 分 4, 如 图 
1. 1 所 示 , 函数 fi(z) 在 Di 内 解析 ,函数 
f(z) 在 D; 内 解析 , 且 在 & = DD | D; 上 
万 (z) 二 f(z) , 则 函数 


SSSNANS 


方 (=)， z € Di\ad 
F(z) = i ZE 站 NG 
fi1(z)= fz), zEd 图 1.1 


是 区 域 D 二 Di 十 D,; 上 的 单 值 解析 聘 数 . 
” ”证 由 于 三 个 集合 Di\d, Ds\d 及 4d 互 不 相交 ,因此 F(z) 为 
D, 十 D,=(DNa) 二 (CD Na) 二 dg 上 的 单 值 函数 . 另外 ,在 Di 内 ， 
F(z) 二 1(z), 在 DD 内 ,F(z) 二 f(z), 故 在 Di 及 D; 内 六 (z) 解 析 ， 
因而 F(z) 在 D, 十 D; 内 解析 . 

我 们 称 函 数 F(z) 为 f(z) 由 Di 到 DD 的 解析 开拓 ,或 称 F(z) 
为 f(z) 由 Ds; 到 DD 的 解析 开拓 ,或 称 f1(z) 与 f(z) 互 为 直接 解析 
开拓 . 


定理 1.2 设 区 域 Di 与 D; 不 相交 ,但 有 
一 段 公 共 边 界 卫 , 这 是 一 条 逐 段 光滑 曲线 ,如 
图 1. 2 所 示 . 设 郴 数 方 (z) 在 站 内 解析 ,在 Di 


十 工 上 连续 ,也 数 f;(z) 在 D; 内 解析 ,在 DD; 十 图 1.2 
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夏 上 连续 , 且 当 ET 时 ,有 f(z) 二 fi(z)， 则 函数 
f1(z),， 之 和 D 
rie z€D, 
fi(z) = f(z), zz ET 
是 区 域 D=Di 十 D; 十 上 的 单 值 解析 函数 . 
证 显然 三 个 集合 D1,D; 与 全 互 不 相交 ,函数 F(z) 在 区 域 D 
二 Di 十 Dz 十 夏 上 为 单 值 函 数 ， 


由 条 件 知 ;了 F(z) 在 Di ;DD; 内 解析 ,在 区 域 
D 上 连续 , 任 作 闭 围 线 CCD, 车 CCDi 或 C 


CD,, 则 由 柯 西 定理 知 | Feoaz 一 0, 若 C 有 | 7 

一 部 分 在 Di 内 , 记 为 Ci, 男 一 部 分 在 D; 内, 记 : 

为 Cs, 落 在 C 内 部 的 一 段 记 成 7, 如 图 1.3 所 图 1.3 

示 . 由 于 Cz) 分 别 在 围 路 c 十 7 及 cs 十 7 ”内 解析 ,在 其 上 连续 ， 
由 推广 的 柯 西 定理 知 


| Fde 一 | F(z)dz 十 | F(z)dz = 0,， 
c c 十 7 c 十 7 一 


故 由 莫 瑞 拉 定 理 知 (z) 在 DD 内 解析 . 

我 们 称 函数 f(z) 与 户 (z) 越 过 公共 红 也 互 为 直接 解析 开拓 

上 面 两 条 定理 在 原则 上 提供 了 两 种 解析 开拓 的 方法 . 下 面 先 
给 出 一 般 解析 函数 及 完全 解析 函数 等 定义 ,然后 再 介绍 两 个 具体 
开拓 方法 . 

定义 1.2 设 函 数 f(z) 是 区 域 D 内 的 单 值 解析 函数 , 则 f(z) 
与 DD 的 组 合 称 为 一 个 解析 元 素 记 成 (f,D). 

定义 1.3 设 {(f1;D1)， (fi;Ds)，,…，(f,,D,)) 为 给 定 的 解 
析 元 素 集 ,其 中 (f;， Dp) 是 (fi_1， Di_1) (4 二 2,3,…,n) 的 直接 解 
析 开 拓 , 则 称 这 些 解析 元 素 组 成 解析 开拓 链 , 且 称 ( 有 ,Di) 及 (f,， 
DD,) 互 为 解析 开拓 . 
设 已 给 一 组 解析 元 素 , 其 中 任意 两 解析 元 素 互 为 解析 开拓 , 则 
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称 这 组 解析 元 素 确 定 一 个 一 般 解 析 吗 数 F(z). 

定义 1.4 车 一 般 解 析 函 数 (z) 包 含 其 中 任 一 解析 元 素 的 一 
切 解 析 开 拓 ,; 则 称 这 一 解析 函数 F(z) 为 完全 解析 函数 ,F(z) 的 定 
义 域 G 称 为 它 的 存在 区 域 .G 的 边界 称 为 f(z) 的 自然 边界 ,G 的 
边界 点 就 是 F(z) 的 育 点 . 

定理 1.3 (Riemann-Schwarz 对 称 原 理 ) 

(1) 设 万 ,万 -分别 在 上 下 半 > 平面 上 关于 zx 轴 对 称 的 两 个 区 
域 , 且 它们 的 边界 都 包含 = 轴 上 一 条 线段 ;. 

(2) 设 (f(z), 品 ) 为 解析 元 素 ,f(z) 在 D 十 s 上 连续 ,日 当 zE€ 
5 时 ,f(z) 为 实数 , 则 存在 一 个 函数 ww 二 f(z) 在 区 域 D 十 D’* 十 S 
内 解析 ,在 吃 内 F(z) 二 f(z), 在 D’' 内 F(z)==f(z). 

证 
f(z), 当 z EE D++S 
fz). 当 z ED” 
下 面 证 明 F(z) 满 足 定理 要 求 ， 
(1) 由 假设 条 件 在 区 域内 F(z)==f(z) 解 析 ,，D 十 S 上 连 


今 F(z) -1 


(2) fz) 在 D* 内 解析 ,事实 上 , 设 z,zoED'* 则 z, zoED, 且 


im TD TE) tm 7 7 


2 eo 之 一 之 0 0 之 一 之 0 
=lim| | 一 f' (zo). 
20 之 0 


(3) f(z) 在 D’* 十 s 上 连续 ,事实 上 ,车 在 ss 上任 取 一 点 zo, 则 
lim f(z) = Tim f(z) = f(zo) = f (zo). 
ED* 十 zED+s 
(4) zEs 时 ,f(z) 二 f(z)， 因此 时 
z=z, fz) = f(z) = f(z) 
故 由 定理 1.2 知 (f(z), D' ) 是 (f(z),D) 越 过 ;的 直接 解析 开拓 ， 
因而 F(z) 在 区 域 D 十 D’ 十 s 内 解析 . 
1i6 


上 述 定理 还 可 以 推广 为 D 与 D’ 关 于 任 一 条 直线 对 称 的 情 
形 , 如 图 1. 4 所 示 ， z 


图 1.4 
现在 再 介绍 另 一 种 具体 开拓 的 方法 , 即 赛 级 数 开拓 法 . 
设 Cz) 在 点 = 解析 , 则 有 1(z) 可 在 zi 点 的 邻 域内 展开 成 短 级 
数 : 
fi(z) = > CO (z 一 z)". (1) 
若 这 个 级 数 的 收敛 半径 为 无 穷 大 , 即 在 = 平面 上 每 一 点 处 ,级 
数 (1) 都 收敛 ,这 时 级 数 (1) 的 和 表示 一 个 在 整个 平面 上 处 处 解析 


的 函数 . 
车 展开 式 (1) 的 收敛 半径 为 有 限 的 正 数 xi, 设 其 收敛 圆 域 为 
Di: jz 一 zl | < 六 ,在 内 任 取 异 开 已 的 点 之 2 ,并 在 点 2 的 邻 域内 把 


> CCz 一 zo)’, (2) 
其 中 CP = fh (zs,). 


设 Di; jz 一 zz| 过 7; 为 上 述 级 数 (2) 的 收敛 圆 域 ,并 将 其 和 函数 
记 为 f(z), 由 于 zs 与 Di 的 边界 上 任 一 点 的 距离 ，d 之 7 一 
|zi 一 z2|, 于 是 在 圆 域 |z 一 zi | 二 7 一 |zj 一 zz | 内 ,ff;《z) 解 析 , 且 
户 (z) 一 广 C=), 由 此 可 见 级 数 (2) 的 收敛 半径 7 宇 一 |z 一 zz1 (图 
1. 5) : 
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图 1.5 
大 7 二 7 一 |zz 一 zi|, 则 级 数 (2) 给 出 的 在 收敛 圆 内 那些 点 的 
值 已 被 级 数 (1) 确 定 了 . 此 时 ,级 数 (1) 与 (2) 的 收敛 圆周 的 切 点 4， 
就 是 方 (z) 的 一 个 奇 点 , 即 广 (z) 不 能 从 过 zs 的 半径 方向 上 开拓 到 
六! 外. 

若 2 之 1 一 | = 一 zs | 》 则 级 数 (2) 确定 一 个 在 DD 内 解析 的 也 
数 f(z), 且 Di 有 一 部 分 在 Di 外 (如 图 1.5), 由 解析 函数 的 唯一 
性 ,在 DD 及 D; 的 公共 部 分 ,1(z)= 二 f(z)， 于 是 我 们 就 有 了 f(z) 
沿 过 zz: 的 半径 方向 解析 开拓 到 Di 外 ,新 组 成 的 区 域 还 可 以 向 一 切 
方向 进行 解析 开拓 ,一 直 继 续 到 整个 函数 的 自然 边界 为 止 , 就 得 到 
一 完全 解析 郴 数 . 

应 该 注意 以 下 两 点 : 

(1) 若 级 数 (1) 的 和 函数 f(z) 在 收敛 圆 的 任 一 个 方向 都 不 能 
进行 解析 开拓 , 则 收 钙 圆 域 DD 就 是 f(z) 的 定义 域 ,而 收敛 圆周 就 
是 它 的 自然 边界 . 

(2) 由 于 知 级 数 的 收敛 圆周 上 ,至 少 存在 一 个 和 函数 的 奇 点 ， 
所 以 在 收敛 圆 内 所 定义 的 解析 函数 ,不 可 能 向 任意 方向 都 可 进行 
解析 开拓 . 

例 1 函数 一 -在 原点 可 展 成 考级 数 


] 一 之 
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一 1 十 xz 十 于 十 和 十 拉 十 和 二 


这 个 级 数 的 收敛 圆 为 jz|<1. 因 此 , 它 表 示 一 个 在 单位 圆 内 的 解析 
函数 了 


1 


一 之 


在 a 的 某 一 


如 在 单位 圆 内 取 一 点 a 关 0, |a|<1, 则 函数 j 
个 邻 域内 可 展 成 级 数 


1 
om) 


当 a 二 一 十 时 ,展开 式 成 为 | 三 


z 十 二 | . 此 级 数 的 收 做 


| n 二 1 


圆 半径 为 了 . 显然 这 个 级 数 是 >x" 的 一 个 解析 开拓 ,因为 在 加 


z+ 二 | 一 内 确实 含有 单位 圆 以 外 的 点 (图 1. 6 中 斜 线 部 分 )， 


图 1.6 


当 a 一 亏 时 ,展开 式 成 为 >)2"1'| x 一方 | ， 而 它 的 收敛 半径 


为 二 ,此 时 x 二 1 为 新 旧 两 个 收敛 圆周 的 切 点 ,所 以 是 函数 了 二 -的 


奇 凡 . 
119 


事实 上 , 除 实 轴 正方 向 外 ,二 -可 沿 单位 加 的 任 一 方向 进行 


一 之 
开拓 ,因为 x 一 1 为 它 的 唯一 奇 点 ,显然 ,二 -就 是 >)x" 向 单位 加 
外 开拓 而 得 到 的 完全 解析 函数 ,以 一 1 为 其 自然 边界 . 
例 2 在 单位 圆 |z| 二 1 内 的 解析 函数 f(z) 一 之 x 不 能 开拓 


到 单位 圆周 |z| 王 1 的 外 部 , 即 |z| 王 1 为 其 自然 边界 . 

证 ” 先 证 z 王 1 是 f(z) 的 一 个 奇 点 ,为 此 ,只 须 证 在 |z| 二 1 内 ， 
当 zx 一 1 时 ,f(z) 不 趋 于 一 个 有 限 极限 . 

设 0 二 pop 二 1， 则 对 任 一 自然 数 入 ， 

十 co N 
fp) = 2p > > (CN 十 1)02 ， 

在 上 式 中 , 令 p>1 一 0, 就 有 了 (Pp) 宇 N 十 1 之 N, 亦 即 可 找到 po《0 一 
Po 二 1), 使 得 当 <po<1 时 ,jo)>N, 因 六 是 任意 的 ,所 以 
lim f(0)=%) 因此 z= 二 1 是 一 个 奇 点 

其 次 ,由 于 f(z) 二 x 十 f(z*)， f(z) 在 zx: 二 1 亦 即 z= 二 1 及 z 一 
一 1 处 不 解析 ,同样 ,由 于 f(z)= 二 z 十 z? 十 f(z) 满 足 x: 二 1 的 点 是 
f(z) 的 奇 点 ,以 此 类 推 ,对 任何 自然 数 , 满 足 z* 一 1 的 点 , 亦 即 1 
的 2 次 根 ,都 是 f(z) 的 奇 点 ,因为 |z|==1 上 每 一 点 或 者 是 这 些 奇 
点 中 的 一 个 ,或 者 是 它们 的 聚 点 ,所 以 |z|==1 上 每 一 点 都 是 奇 点 ， 
即 |z| 三 1 为 其 自然 边界 . 


S$ 2 多 值 函 数 的 黎 曼 曲面 


从 解析 开拓 的 观点 来 看 ,一 个 完全 解析 函数 F(z) 是 从 它 的 第 
一 个 解析 元 素 出 发 ,利用 一 切 可 能 的 解析 开拓 和 逐渐 形成 的 . 这 样 所 
产生 的 解析 函数 ,对 于 一 个 点 zo 而 言 , 只 要 zo 是 正则 点 ,而 且 无 论 
经 过 哪 一 条 路 线 进行 解析 开拓 达到 这 一 点 zo, 函 数 RC(z) 在 这 点 的 
值 总 是 相等 的 话 , 则 这 个 解析 函数 Cz) 在 zo 的 邻 域内 是 单 值 的 ， 
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对 于 多 值 渔 数 来 讲 , 情 况 就 不 是 这 样 , 在 进行 解析 开拓 时 ,同一 个 
点 在 不 同 的 开拓 里 会 得 到 不 同 的 函数 值 ,对 多 值 函数 w= 二 f(z) 来 
说 , 当 给 定 一 个 z 值 ,可 得 到 有 限 多 个 甚至 无 穷 多 个 函数 值 ,这 些 
不 同 的 函数 值 ,对 应 于 多 值 函数 的 不 同 分 支 . 为 了 给 多 值 函数 的 各 
分 支 间 相 互 关系 的 几何 直观 ,我 们 可 把 多 值 函 数 的 各 分 支 在 平 
面 上 解析 的 域 看 作 是 按照 某 种 方式 粘 合 起 来 的 叶片 , 称 它 为 这 个 
函数 的 黎 曼 曲 面 . 这 样 多 值 函数 玉 (z) 可 看 作 是 在 它 的 黎 曼 曲面 上 
的 单 值 函 数 ,下 面 我 们 通过 例子 来 说 明 如 何 构造 多 值 函数 的 黎 曼 
曲面 

例 1 也 一 yz 的 黎 曼 曲面 

我 们 在 第 二 章 中 已 知 这 是 一 个 ” 值 函 数 , 它 在 平面 去 掉 负 


实 轴 的 域 忆 内 能 分 出 ”个 单 值 解 析 分 支 
wi(z) 一 2 [zle (k= 0,1,2,.n 一 1)， 


这 2 个 函数 把 万 变 为 也 平 面 上 的 2 个 角 域 


一 1 argw< IO 


Gi: E=0,1,*,n—1. 


即 这 ”= 个 角 坡 。 Gi 都 对 应 于 同一 个 域 D,Gi 中 的 wi(z) (RE 一 0， 
1,…,n 一 1) 者 对 应 于 DD 内 的 同一 点 x, 现 在 我 们 把 点 > 看 作对 个 
相同 的 值 秋 在 一 起 , 即 把 DD 看 作 是 个 域 Di: (2 一 1)r<<argz<< 
(2k 十 1)x (二 0,1,…,n 一 1) 重 秋 在 一 起 . 设 Li 是 射线 argz 一 (28 
一 1 x (一 0,1， 2)， 图 数 wo(z) 在 Do 内 单 叶 解 析 , 且 在 DD, 内 连 
续 到 下 边沿 0 与 上 边 给 2 ,把 Do 映 为 Go, 其 中 4 与 4 分 别 对 应 于 角 


域 的 两 条 边 argzw 一 一 二 和 argw 一 一 
函数 zw (z) 在 万 内 单 叶 解析 , 且 在 Di 内 连续 到 下 边沿 与 上 


边 灌 ls, 把 万 , 映 为 Gi, /与 02 分别 对 应 于 射线 argw 一 一 与 argw 
一 2， 在 上 ,wi(z) 二 ws(z) 由 定理 1. 2, 函数 
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习 过 和 7 十 万 ,十 4 
F(z) 一 
YU1I( 之 ) ， ZE D+ 
在 区 域 Du 十 Di 十 0 十 2 十 2 内 解析 , 即 rwo(z) 越 过 六 解析 开拓 为 
zwi(z)， 同 理 wi(z) 越 过 解析 开拓 为 ws;(z) ,依次 类 推 ,w,-,(z) 
越过 -1 解析 开拓 为 w,-1(z), 最 后 ,由 于 wolz) 在 DD, 内 连续 到 7， 
wn-1(Z) 在 D,-_1 内 连续 到 /, 且 当 4 如 6 与 1, 上 具有 相同 坐标 的 点 z， 
有 wolz) 二 w,-1(z)， 因 此 我 们 得 函数 

wo ()， zEiloc D+ 

wi (Z)， zZE€El+D+i+L; 

F(z) = 4w,(z), zE€l 二 DD; 二 4 


Ww (2) ZEL 1 Di 二 i 

现在 我 们 把 Do 与 Di 党 0 粘 起 来 ,站 与 Ds 沿 1; 精 起 来 ,D,-; 与 
DD,_i 沿 li 粘 起 来 ,最 后 把 Do 的 下 边沿 和 D,_1 的 上 边沿 类 起 来 . 
事实 上 这 是 不 可 能 的 , 仅 是 我 们 设想 把 这 两 边 上 具有 相同 坐标 的 
点 看 作 是 同一 点 婴 了 . 这 样 我 们 就 得 到 粘 起 来 的 叶 “ 曲 面 " 如 图 
2. 1 所 示 . 这 个 “曲面 ” 称 为 多 值 函 数 Y > 的 黎 曼 曲面 . 注意 Yz 的 
支点 z= 二 0 不 在 曲面 上 ,F(z) 在 黎 曼 曲面 上 是 单 值 解析 的 ,在 其 每 
一 叶 上 定义 Xz 的 一 个 分 支 . 
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例 2 w= 二 Lnz 的 黎 曼 曲面 

在 第 二 章 中 已 知 在 z 平 面 上 去 掉 负 实 轴 的 域 D 内 可 分 出 对 
数 函 数 的 单 值 解析 分 支 

rosfz) 一 jnjlz| 十 iargz 十 2&r)， 天 一 0,， 士 1, 士 2,… 
这 无 穷 多 个 分 支 wi(z) 把 DD 变 为 带 域 Bi: 

Bi: (2k — DA < Tmw < (2k + 1)7, 

与 前 面 根 式 函数 一 样 ,ws《 之 ) 果 越过 li+1 解 析 开 拓 为 wsr1《z) ,然后 
把 wa(z) 的 定义 域 DD， 与 wet1(z) 的 定义 域 Di+ti 沿 Zr 粘 起 来 ,就 
得 到 Lnz 的 黎 曼 曲面 ,如 图 2. 2 所 示 , 这 里 所 不 同 的 是 Lnz 的 黎 曼 
曲面 是 无 穷 多 叶 的 ,函数 


Yo (之 ) ， 过 EL 十 忆 十 2 


wi (2), 和 Li 十 ;十 2， 
F(z) 一 Yo 之) ， zz 和 lo 十 忆 十 2 


mi(z)， >zE1 十 万 十/ 
WwW_,(z), zE€ELl ,十 D_ ;二 二) 


在 黎 曼 曲面 上 是 单 值 解析 的 ,在 其 每 一 叶 上 定义 它 的 一 个 分 支 
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第 七 章 ” 集 :直线 上 的 点 集 


3 1 集合 及 其 运算 


集合 或 集 是 抽象 分 析 的 一 个 最 基本 概念 . 我 们 在 实 分 析 中 主 
要 讨论 直线 上 点 集 的 测度 与 积分 ,同时 也 将 介绍 一 般 抽象 点 集 的 
测度 和 积分 . 本 节 主 要 介绍 点 集 拓扑 中 一 些 常 用 的 记号 以 及 关于 
集合 的 并 、 交 、 差 ( 补 ) 运 算 . 

现代 数学 中 ,已 经 广泛 深入 地 运用 了 集合 这 个 概念 . 凡是 具有 
某 一 特性 的 事物 全 体 称 为 一 个 集合 ,简称 为 集 , 其 中 每 个 成 员 称 作 
集合 的 元 素 或 元 . 例如 ,自然 数 全 体 ; 实 系数 多 项 式 全 体 ; 又 如 直线 
上 一 切 开 区 间 (a,5) 全 体 组 成 的 一 个 集 ( 或 称 集 类 ) ,这 个 集合 的 元 
是 开 区 间 . 

今后 我 们 常用 大 写字 母 4,B,X,7… 等 表示 集合 ,小 写字 母 
2a;0:c,… 等 表示 集合 的 元 . 

假设 4 是 一 个 集合 ,a 是 它 的 元 ,就 记 为 <cE4, 读 作 a 属于 
4, 若 az 不 属于 4, 就 记 为 <cE4 或 < 竺 4. 

一 个 具体 的 集合 4 可 以 通过 列举 其 元 素 ae,p,c,… 来 表示 ,并 
记 为 
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A= {a,b,c,), 
也 可 通过 集合 4 中 的 元 素 必须 而 且 只 须 满足 条 件 PP 来 表示 , 记 为 
A 二 {zx: 工 满足 条 件 PP). 
例如 
自然 数 全 体 NN 二 (1,2,3，…}， 
实数 全 体 R= {z:zE (一 co 十 co))， 


不 等 式 |cosz| 之 了 的 解 的 集合 S， 
S 一 jz,leosz| > 也 
如 果 4 的 元 只 有 有 限 个 , 则 称 4 为 有 限 集 ;不 含 任 何 元 的 集 
称 为 空 集 . 记 为 人 ;一 个 非 空 集 , 如 果 不 是 有 限 集 , 就 称 为 无 限 集 ; 
如 采 4 的 每 个 元 部属 于 B, 则 称 4 是 B 的 子 集 , 记 成 4CB 或 B 
了 A; 空 集 可 以 看 成 任何 集合 的 子 集 ;如 果 4CB, 且 B 中 确 有 元 
不 属于 4, 则 称 4 是 B 的 真子 集 ; 如 果 A4CB, 旦 BCAh, 称 4 与 B 
相等 , 记 为 A 二 B. 
下 面 引 进 集 合 的 运算 ,最 常用 的 运算 有 “并 ”“ 交 ”“ 差 ”三 种 . 
设 4,B 是 两 个 集 , 由 4 和 8B 的 一 切 元 素 所 组 成 的 集 称 作 4 
与 B 的 并 集 , 记 为 4UB( 图 7.1), 它 可 表示 为 : 
AUB=- {rz:zr€ 4 或 x€B). 
由 一 切 既 属于 4 又 属于 B 的 元 素 所 组 成 的 集 称 作 有 4 与 B 的 
交集 , 记 为 4B( 图 7.2), 它 可 表示 为 
A/1B= {x:xEAHxrE BB}. 


图 7.1 AUB 图 7.2 ANMB 图 7.3 A 一 B 


由 集 4 中 不 属于 B 的 那些 元 素 全 体 所 组 成 的 集 , 称 作 4 与 五 
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的 差 集 . 记 为 4 一 如 (图 7. 3), 它 可 表示 为 
A—B= {rz:xz€ 4, 但 xz EB). 
特别 地 , 当 BCAh 时 , 称 差 集 A4 一 B 为 B 关 于 4 的 补 集 , 记 为 
GaB. 
设 X 为 基本 集 ,4CX,BCX,4 关于 基本 和 集 X 的 补 集 常 简 
记 为 安 4 或 4 ,显然 4 一 B= 二 4A4 门 儿 B. 
并 集 概 念 和 交集 概念 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 的 情形 . 设 有 
一 族 集 合 {4。:aE7), 这 里 I 是 指标 集 , 措 标 a 在 7 中 变化 , 则 它们 
的 并 和 交 分 别 表示 为 
UA 二 (x: 存在 某 个 a€ 1 使 x € 4,}， 
Ee 二 {ZK: 对 一 切 a €E 1, 有 XE€ 4,). 
例如 T=[0,1], 4,.== (1 一 ,1 十 a)， 则 
U4, = Ul 一 4,] 十 a) = 二 (0,2)， 


CE 了 
(4A. =, fl 一 0Q,1 十 0) 二 {1}). 
其 中 人 1} 表 示 只 含有 一 个 元 素 1 的 单 点 集 . 
读者 容易 证 明 “ 并 ”和 “ 交 ” 运 算 满 足下 面 的 分 配 律 \ 结 合 律 和 
交换 律 . 
交换 律 :4UB=BUA, 4m5=53n4. 
结合 律 :C4UB)UC=AU (BUC)， 
CANMNB)NMNC=ANMNCBNMOC). 
分 配 律 :CAUB)N 站 C= (4NMCOU BNMNO), 
AN (UVB) 一 出 (4 NB). 
关于 求 “ 补 ” 运 算 有 下 面 的 笛 摩 根 (De Morgan) 法 则 ， 
定理 1.1 设 X 是 基本 集 ,E,A,CXCET)， 则 
(GD GUYUAV= NGA E—(YA) = NM (E—A.), 
(2) GN A)=UGA, E—(NA,) =U(E—A.). 
证 (1) TE GF(U A.) 等 价 于 XEX， 且 对 每 一 个 a€1I,z€ 
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4., 它 又 等 价 于 对 每 一 个 vcET, 有 工 E 名 4, 即 等 价 于 rE NEA 
类 似 地 ,可 证 明 E— UA.= NN (EA.) , 故 (1) 成 立 . 
(2) 记 卫 . 一 安 4., 由 (1) 得 
YG UB,=/N GB,, 
Bp 
MA,. = UZA,, 
所 以 
ZG A, =UCA.. 
类 似 地 ,可 证 E—NA.=U (EA.). 
所 证 定理 常 称 为 笛 摩 根 法 则 , 它 提供 一 种 对 偶 方法 ,能 将 已 证 
明 的 关于 集 的 某 种 性 质 转移 到 它们 的 补 集 上 去 ， 这 种 对 偶 方 法 在 
以 后 的 定理 证 明 中 多 次 用 到 . 
为 了 今后 的 需要 ,我 们 引进 集合 序列 的 上 限 集 、 下 限 集 两 个 概 
定义 1. 1 设 A » A, , 4,，,"…“ 是 任意 的 一 列 集 合 ， {4.1 的 上 
限 集 、 下 限 集 分 别 定 义 为 
limA, = 由 U4,, limA, =U 门 4. 


k=1 n=k 


不 难 证 明 zElim4， 等 价 于 属于 无 限 多 个 集 4 之 中 ,而 zx 
Slim4， 等 价 于 属于 从 菜 个 开始 Cn 可 随 xz 而 异 ) 以 后 的 一 切 
集合 之 中 

事实 上 ,车 zElimA4,, 令 Bi 一 U4,, 则 xz 属 于 一 切 点 集 B 
之 中 ,由 zE B1, 可 知 有 集合 4 含有 zx, 由 zE Bi 44 可知 有 A (有 
> 所 ) 含 有 ,如 此 继续 下 去 ,可 得 一 列 4 (i 一 1,2,3,…), 它们 都 
合 有 .反之 ,车 存在 一 列 {44,) 都 含有 z, 则 对 一 切 k,，zE U4,， 
从 而 xE 站 U4 同 理 ,可 考虑 limA, 的 情形 . 由 此 可 知 jm4,C 
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limn4,， 如 果 
limA, = Hd, 
则 称 集 列 {4.} 收 伍 , 其 极限 4 二 limA, 一 iA,， 记 为 A=limA,。 

定理 1.2 设 {4.) 是 任意 一 列 集合 , 马 是 任 一 集 , 则 

已 一 项 4 = lim(E — A,), 
E— limA, = [i(E — A,). 
证 “由 笛 摩 根 法 则 
EC— limA, 一 五 -A U4, =U | NE 一 A,)) 
lim(E — A.). 
同 理 可 证 | 
E— limA, = lm(E — A,). 

如 果 4C4 CAD4 ao12,3，， 则 称 {4 } 为 渐 张 序 
列 ( 渐 缩 序列 ) ,通称 为 单调 集 列 . 读者 容易 证 明 单调 集 列 必 是 收敛 
的 . 

定理 1. 3 如果 {4,) 是 渐 张 序列 , 则 

limA, = UA,. 
如 果 ({4,} 是 浙 缩 序列 ,由 
limA, =NM4,. 


3 2 映射 : 集 的 对 等 ,可 人 刚 集 


我 们 知道 数学 分 析 中 所 讲 的 一 元 函数 可 以 看 作 直 线 上 的 数 集 
与 数 集 之 间 的 一 种 对 应 关系 ,在 抽象 分 析 中 , 称 一 个 集合 与 男 一 个 
集合 的 对 应 关系 为 映射 , 它 是 函数 概念 的 推广 . 

定义 2.1 设 A4,B 为 两 个 非 空 集合 ,者 对 每 个 zxE 4, 依 一 定 
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法 则 ?, 存 在 唯一 的 元 素 yE 与 x 对 应 , 则 9 是 定义 在 4 上 而 在 
B 中 取 值 的 上 映射 , 记 成 9:4 习 B, 并 将 工 与 y 的 对 应 关系 写成 y= 
p(X). 我 们 称 4 为 9 的 定义 域 ,pC(A) 二 {p(x) :XE 4}) 为 pg 的 值 域 . 

例 1 设 Ct, 是 区 间 [L0,1j 上 所 有 连续 函数 全 体 ,R 二 (一 %， 
十 oo), 作 映射 


pf > | fle)dz, 了 € Cro1]， 


则 8 是 Cio, 到 R 的 映射 . 
例 2 取 定 xoEL0,1], 作 Cron>R 的 映射 
p:f > f(T), EC， 
则 2 也 是 Cro,1] 到 R 的 映射 . 

设 p 是 4 到 B 的 映射 ,如 果 对 任何 x,yE A， 当 zz 隆 y 时 ,总 

有 

p(X) A PC)， 
则 称 pg 是 单 射 (injective),p 单 射 时 ,9: 4 一 pg(4) 可 道 ,存在 逆 映 射 
V1:9C4) 一 4; 如 果 映 射 p 满 足 &A4)= 二 B, 则 称 8 是 4 到 BB 的 满 射 
(Surjective); 如 果 9 是 单 射 ,同时 又 是 满 射 , 则 称 8g 是 4 到 B 的 
双 射 (bejective)， 也 称 是 4 到 召 上 的 一 对 一 映射 . 此 时 ,2 是 4 
到 BB 上 的 可 逆 上 映射. 

设 给 定 两 个 映射 p: A 一 B,y:B>C, 则 映射 Ah=y*9: A>C,y* 
9(z) 一 Jy(9Lzx)) 是 8 与 5 的 复合 映射 . 设 BoCB, 用 记号 pg (Bo) 表 
示 Bo 在 映射 gp 下 的 原 象 , 即 

1(B) = (zizE4, px) € Bo}. 
这 里 91CB。) 不 是 逆 映 射 的 值 域 ,而 是 Bo 的 原 象 ,即使 不 存在 递 映 
射 ( 即 不 是 单 射 ), 原 象 9g '(Bo) 同 样 有 意义 . 

为 了 对 集合 按 其 所 含 元 素 “ 个 数 ” 进 行 分 类 ,我 们 引入 集合 与 
集合 之 间 对 等 的 概念 ,这 个 概念 是 下 面 建立 势 的 理论 的 基础 . 

定义 2.2 设 4,B 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 一 个 4 到 B 上 
的 一 对 一 映射 9, 则 称 4 与 已 对 等 , 记 成 4 一 B. 
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例 3 4= (自然数 全 体 },B= { 正 偶 数 全 体 }, 则 A~B. 

事实 上 ,只 要 令 YGCz) 王 2z, 其 中 民 取 自然 数 ， 

例 4 区 间 (0,1) 和 实数 全 体 = (一 ce ,十 co) 对 等 ,只 要 令 
Fz) 二 tg (rz 一 万 ) 即 可 . 

显然 对 等 关系 "一 ”有 下 列 性 质 ， 

(1) 自 反 性 .4 一 4， 

(2) 对 称 性 . 者 4~B, 则 8~4， 

(3) 传递 性 . 苦 4~B,，B~C, 则 4 一 C. 
一 般 地 ,也 称 满足 上 面 三 条 基本 性 质 的 “关系 ”为 等 价 关 系 . 

对 于 有 限 集 4,B,4~B 当日 仪 当 4 与 B 的 元 素 个 数 相 同 . 
对 无 限 集 , 虽 不 能 比较 元 素 的 个 数 ,但 可 以 用 对 等 关系 来 比较 两 个 
无 限 集 合 元 索 的 “个 数 ” ,简单 地 讲 ,4 一 已 ,就 可 以 说 4 与 召 的 元 
素 “ 个 数 ” 相 同 , 例 3, 例 4 说 明 一 个 无 限 集 能 与 它 的 某 些 真子 集 ( 无 
限 集 ) 对 等 . 

在 所 有 无 限 集中 , 自然 数 集 V 是 最 简单 的 一 个 ,大 4 一 N, 则 
称 4 为 可 列 集 . 如果 92 是 NM 到 4 的 一 对 一 映射 , 记 wa, 王 2(02) , 刚 
可 表示 成 

4 一 {alyayyQay，…)， 

例 5 4={( 整 数 全 体 }. 

作 4 与 N 的 一 一 对 应 如 下 : 

0<>1，4 中 负 整 数 {( 一 1, 一 2, 一 3,，…)}e>N 中 的 (偶数 )， 

4 中 正 整数 人 ,2,3,…}oe>N 中 大 于 等 于 3 的 奇数 全 体 . 
即 


0<>1, (— DT 于 | (n = 2,3,4,.). 


其 中 记号 Lxj 表 示 不 超过 工 的 最 大 整数 . 
显然 ,可 列 集 的 任何 子 集 , 若 不 是 有 限 集 必 是 可 列 集 ;任何 无 
限 集 都 至 少 包 含 一 个 可 列子 集 . 
事实 上 , 设 4 为 可 列 集 , 则 4={aiyasyas，,…}), 任 取 4 的 非 空 
130 


子 集 8,B 中 元 素 是 上 面 序列 中 的 一 个 子 序列 , 即 B= (aa 
2a,…} ,因此 , 知 吾 不 是 有 限 集 , 则 已 中 元 素 4, 与 自然 数 丰 一 一 
对 应 , 故 B 必 是 可 列 集 . 

设 4 是 无 限 集 , 可 取出 a1:€ 4, 由 于 4 为 无 限 集 , 则 4 一 (ai 
非 空 ,又 可 取出 czE 4 一 (ea 由 归纳 法 ,可 得 4 的 一 个 可 列子 
集 {ai ， dz9 "dss 0 )}. 

定理 2.1 可 列 个 可 列 集 的 并 集 是 可 列 的 . 

证 设 和 A 二 = 二 1,2,3,…) 是 可 列 集 , 记 


4 一 (cua， Ul29 13 W114 “0 
As—= {azl, 人 229 W239 Hr49 """ 
4 一 (as， Han» W339 Wads 0 


A,= (an, a9 Was Wa4, "0 )} 


S =U4, ， 称 M 一 7 十 7 为 元 素 ai 7 一 1,2,3,…) 的 高 度 ,把 {a;;)} 
按 高 度 mx 由 小 到 大 排列 ,同一 高 度 按 ;的 值 由 小 到 大 排列 ,这 样 
就 可 把 S 中 的 元 素 排 成 一 列 ( 即 上 图 第 头 所 指 顺 序 )，、 
{a dz Ql2 Gals GQ229 G13s "°° sn, Qn_1,2°"" 3G1,ns "**). 
如 有 必要 ,依次 除去 重复 的 元 (保留 一 个 ), 即 可 知 S 是 可 列 集 . 
例 6 一 切 有 理 数 全 体 Q 是 可 列 集 . 


事实 上 , 设 r€EQ,r 关 0, 则 "一 万 ( 既 约 分 数 ) ,不 妨 设 gq>>0, 称 


n 二 |p| 二 q 为 = 的 “ 模 ”, 并 规定 0 的 模 为 1 ,显然 模 为 的 有 理 数 全 
体 A, 是 有 限 集 , Q 一 U 4, , 故 Q 是 可 列 集 

例 7 直线 上 一 类 互 不 相交 的 开 区 间 集 至 多 是 可 列 集 . 

证 在 每 个 开 区 间 中 取 有 理 数 与 这 个 区 间 对 应 , 则 不 同 的 区 
间 对 应 于 不 同 的 有 理 数 ,从 而 所 述 开 区 间 集 与 有 理 数 集 Q 的 一 子 
集 对 等 , 故 至 多 可 列 . 

131 


例 8 平面 上 一 切 坐 标 为 有 理 数 的 集合 为 可 列 集 . 
证 4 一 {((z,y):zyy 均 为 有 理 数 ), 令 
A;= ( (zx, yi): yi 为 固定 的 一 有 理 数 ,XEQ}), 显 然 每 个 
4 可 列 ,而 4 一 U4; , 故 4 可 列 . 
同样 ,用 归纳 法 可 证 
再 三 (GZ XTi) ; Xi; 均 为 有 理 数 ,i1 二 1 ,2,*…,n) 
也 是 可 列 集 . 

定理 2.2 区 间 L0,1j 中 的 点 是 不 可 列 的 . 

证 用 反 证 法 ,假定 L0,1j 中 的 点 可 列 , 即 [0,1j 中 点 可 编号 为 
把 闭 区 间 [L0,1j 三 等 分 , 则 显然 [0,， 1/3j] 与 12/3,1j 中 总 有 一 个 区 
间 不 含有 zi,; 用 i 表 示 这 个 区 间 , 把 工 三 等 分 ,在 它们 的 左 与 右 两 
个 闭 区 间 中 总 有 一 个 不 含有 x2, 用 1 表示 这 个 区 间 , 表 把 1 三 等 
分 ,同样 可 得 不 含有 zs 的 一 个 财 区 间 1 等 等 . 由 归纳 法 ,我 们 可 得 
一 列 团 区 间 {,) ,满足 : 

OO OD., 
iT ET 7 一 1 2 3，……， 


由 于 了 , 的 长 度 为 去 趋 于 0, 故 据 分 析 中 的 区 间 套 定理 ,存在 4E 


(0 一 1， 2, 3，…)， 由 于 xxl, 故 
Ez 7,, 7 一 1 23 ， 


这 与 &E[0,1] 矛 盾 , 故 [0,1] 中 的 点 是 不 可 列 的 . 
3 3 集 的 势 . 半 序 集 


3.1 集 的 势 


上 一 节 我 们 已 经 看 到 ,有 限 集 4~B 当 且 仅 当 4 和 B 的 元 素 
个 数 相 同 ,在 无 限 集中 ,可 列 集 是 与 自然 数 集 N 对 等 的 一 类 集合 ， 
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按 对 等 的 定义 ,A4~ 和 N 也 可 看 作 和 集合 4 与 入 的 元 素 “ 个 数 ” 一 样 
多 ,我们 还 证 明了 [L0,1 是 不 可 数 的 .本 节 将 借助 对 等 概念 把 无 限 
集 分 类 ,引进 所 谓 势 的 概念 . 

我 们 规定 彼此 对 等 的 集 归于 同一 类 ,不 对 等 的 集 属 于 不 同 的 
类 ,对 于 这 样 的 每 类 集 ,赋予 一 个 记号 , 称 为 这 类 集中 每 个 集 的 势 . 
用 4 表示 集合 4 的 势 ,规定 有 限 集 的 势 为 元 素 的 个 数 , 可 列 集 的 
势 为 So( 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”) ,与 区 间 L0,1j] 对 等 的 集 的 势 为 淮 ( 读 作 
“ 阿 列 夫 ”) , 称 为 连续 集 的 势 . 

势 的 大 小 仍 借用 对 等 来 定义 : 若 4 一 BoCB, 则 称 4 二 8; 若 
4 一 BoCB, 且 4 与 召 不 对 等 , 则 称 4<B, 因 此 ,显然 有 

n < ,3. 

关于 势 的 比较 ,有 下 列 常 用 的 伯 轧 斯 坦 (F. Bernstain)) 定 理 . 

定理 3.1 如 果 4 对 等 于 B 的 一 个 子 集 ,B 又 对 等 于 4 的 一 
个 子 集 , 则 4 与 B 必 对 等 ( 即 如 果 4<B,B<4, 则 4=B). 

证 设 4=4, B==p, 由 4py 知 存在 BoCB 以 及 A 一 Bo 的 一 


一 映射 /, 使 4 一 Bi 同样 ,由 pA 知 存在 4oCA 以 及 B>A, 的 一 
一 映射 gg， 使 B~44( 图 7. 4). 


Bo 
图 7.4 


邻 4 一 4 一 4。， f(A1)=B, £(Bi)=AsC Ao, 
f(A4,)=B,, p(B,)=A;CA,, 
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f(A,)=B,, en 
由 于 f,g 都 是 一 一 映射 , 故 4 4， 4 ，… 等 互 不 相交 ,Bi，B，， 


有，… 等 也 互 不 相交 . 显然 4 一 有 mn 一 1,2,3，…, 故 
Ua, ~ UB, 
为 一 方面 ,由 映射 g 知 B~A,, Bi~ A & 一 1,2,3，……, 故 
B 一 出 及 ~4 一 U4 4 一 U4， 
从 而 
A=(4-UA)U (UA) ~ (B—-UB)U (UB,)=8 

故 二 =. 上 上 

定理 3.2 设 B 是 任 一 无 限 集 ,4 是 有 限 集 或 可 列 集 , 则 

AUB=B 

证 ”我们 只 须 证 明 A4UB~B. 因为 B 是 无 限 集 , 必 存 在 一 个 
可 列子 集 MCB, 由 定理 2.1 知 MU (4 一 B) 可 列 , 则 M~MU (4 
一 B). 显然 有 

B=(B— MUM, 
AUB=(B— MU (MU 4— B)), 
其 中 (CB 一 了 0 站 (MU (C4 一 B))== 名 , 作 映 射 p:B8 一 A4UB 如 下 : 
T,XTEB—M 
pr), TEM 

则 gq 是 BAUB 上 的 一 一 上 映射 ,从 而 4UB=B 

例 1 实数 全 体 所 成 之 集 R 的 势 为 愉 , 无 理 数 全 体 的 势 也 为 
WS. 

证 ”由 定理 3. 2 显然 可 知 00， 1) 与 0,1j 的 势 相同 ,所 以 只 要 证 
明 (0,1) 与 RR 对 等 即 可 , 令 


p(X) 一 ‘| x 一 到 jz ， 
则 .2 是 (0,1) 到 民 的 一 一 映射 , 故 民 = 并 . 
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A (TX) 一 


记 无 理 数 全 体 为 B, 有 理 数 全 体 为 @, 据 定理 3. 2 
B=BUQ=R= XW. : 
例 2 设 实数 列 全 体 R” 二 {(z,): xz, 为 实数 ,n= 二 1,2,3,…)， 
试 证 明 :R“ 一 兴 ， 
证 令 B={(z,);: 0 过 zs 过 1, n= 二 1,2,3,…), 作 映 射 p:B-> 
R~ 如 下 : 


显然 9 是 BR~ 上 的 一 对 一 映射 ,所 以 B~R”, 故 只 须 证 明 一 
SS 
TEB,z= (Xi, zo ,Ta ), 按 十 进位 无 限 小 数 表 示 每 个 
xn， 有 
X10*T1 Ziz X13 Tin , 


To 一 Oo2l To 人 23 2 


Tn = 0 Tn Trg Tn one 
作 映 射 y:B 一 (0,1) 如 下 :- 
PET) =O0* TTariTiTra "TATa 12"" Tin'"*) 
显然 J(X)E (0,1), 且 当 zx 关 yy 时 ,YC(z) 关 Yl(y)，, 故 B~(0,1) 的 一 
个 子 集 ,反之 , xzE (0,1) 与 B 中 的 点 X= 二 (zx， xX，X，…) 对 应 , 故 
(0,1) ~B 的 一 个 子 集 ,按照 定 理 3.1,B=00,1)==S. 

例 3 及 一 (ci 为 实数 ,二 1,2,…,n} 的 势 为 
兴 . 

证 首先 R*~R” 的 一 个 子 集 Bo 二 (CCz，zT Zr 0， 
0,…)); 男 一 方面 [0,1j~R” 的 一 个 子 集 4 二 (x, Xx， ,7X):0 芝 
X11}), 故 R" 的 势 为 总 . 

前 面 讨 论 了 兴 。 和 兴 这 两 个 重要 的 无 限 集 的 势 , 并 且 兴 扫兴， 
是 否 存 在 一 个 势 a, 使 得 汽 , 二 a 二 污 成 立 ? 康 托 首 先 看 到 了 这 个 自 
然而 基本 的 问题 ,但 他 并 没有 解决 这 一 问题 ,他 猜想 介 于 兴 o 和 并 
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中 间 的 势 a 是 不 存在 的 (1878 年 ) ,这 就 是 著名 的 连续 统 假设 :没有 
大 于 兴 , 而 小 于 从 的 势 . 这 个 猜想 多 少年 来 没有 得 到 证 明 , 直 到 
1963 年 ,科恩 证 明了 :连续 统 假设 可 以 作为 一 个 公理 , 它 与 集合 论 
中 其 它 一 些 公理 (包括 选择 公理 在 内 ?是 相互 独立 的 . 


“3.2 半 序 集 和 佐 恩 引 理 


在 实数 集中 有 大 小 概念 , 依 此 建立 了 实数 的 一 种 顺序 ,对 于 一 
般 的 集合 ,不 是 任何 两 个 元 素 之 间 都 可 以 自然 地 定义 顺序 ,通常 有 
可 能 只 是 一 部 分 元 素 之 间 具 有 顺序 关系 . 下面 我 们 引进 一 个 集合 

定义 3.1 对 于 给 定 的 集合 和 ,如 果 在 它 的 元 素 之 间 能 引进 关 
系 “ 夺 ”( 或 到 ) 满 足以 下 条 件 : 

(1) 自 反 性 : < 委 a， 

(2) 传递 性 ;车 a 志 56, 5 过 c， 则 < 委 c， 

(3) 知 c 委 5，5 委 <， 则 < 一 

则 称 关 系 “ 夺 ”为 XX 的 一 个 序 关 系 ,X 为 带 有 序 “ 过 ”的 半 序 集 . 

如 果 - 委 "还 满足 条 件 

(4) 对 XX 中 任何 两 个 元 素 2a，2, 必 有 a 委 2 或 5 委 <c， 则 称 X 为 
全 序 集 . 

例 4 非 空 集合 4 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 -ez 中 ,定义 “ 委 ”如 
下 ,名 44E-o 4C4, 则 称 4 委 4， 则 CC" 就 是 -ee 的 一 
序 关 系 ,-oz 是 一 个 半 序 集 . 

例 5 黎 曼 积 分 | f(x)dz 中 ,[a,6] 的 分 法 全体 记 为 4, 在 
4 中 规定 :者 mm,rzE4,m 的 分 点 Cn 的 分 点 中 , 则 称 zzw,4 是 
一 个 半 序 集 

例 6 设 X=R’, z= (zx1, X2), y= (yi, yz) ,看 规定 zx<y 当 
且 仅 妆 Zi 和 yz 和 二 yi, 则 X 是 一 个 半 序 集 ; 大 规定 Z<y 当 且 仪 
当 Zi<y 或 者 2 一 和 ,但 2Zz<yz， 则 X 成 为 一 个 全 序 集 , 称 这 个 序 
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关系 “< "为 字典 序 . 

定义 3.2 设 六 为 半 序 集 ,XoCXX， 

(1) 若 存 在 EX, 使 对 一 切 zzEXo, 有 zz 二 5) ， 则 称 2 为 
Xo 的 上 界 ( 下 界 ). 最 小 上 界 称 为 Xo 的 上 确 界 , 仍 记 为 supXo( 最 大 
下 界 称 为 Xo 下 确 界 , 记 为 infX). 

(2) 若 5 是 Xe 的 上 界 ( 下 界 ), 且 2EXo, 则 称 5 为 Xo 的 最 大 元 
(最 小 元 ). : z 

(3) 车 5EXo, 对 一 切 XEX。 有 XxX<b 或 者 工 与 5 无 关系 , 则 5。 
为 了 ,的 极 大 元 ( 极 小 元 类 似 可 定义 ). 

显然 , 若 2 是 了 X, 的 最 大 元 , 则 5 一 定 是 六 ,的 极 大 元 , 且 唯 一 ， 
反之 , 极 大 元 不 一 定 是 最 大 元 ,全 序 集中 极 大 元 一 定 是 最 大 元 . 

例如 在 例 4 中 ,A 一定 是 -x 的 最 大 元 , 空 集 多 是 -x 的 最 小 
元 ,又 如 Xo 二 {41,Az)}C27，“C” 为 序 关 系 , 则 A1,A4: 都 是 XX, 的 
极 大 元 ( 极 小 元 ) ,但 不 是 最 大 元 (最 小 元 ). 

下 面 介 绍 一 个 命题 , 它 是 研究 “无 限 过 程 ? 的 一 个 极为 重要 的 
工具 ,在 泛 薄 分 析 的 基本 理论 中 不 可 缺 少 . 

佐 思 (CZorn) 引 理 设 X 为 非 空 半 序 集合 ,如 果 X 的 每 一 非 
空 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 X 至 少 有 一 个 极 大 元 . 

类 似 地 还 有 关于 下 界 和 极 小 元 的 引 理 ， 

佐 恩 引 理 的 证 明 要 借助 于 下 面 的 一 个 较为 直观 而 易于 接 爱 的 
策 墨 罗 选 择 公 理 . 

策 墨 罗 选 择 公 理 设 .=(4.),c) 是 一 非 空 集 类 , 则 存在 映 
射 了 :91>U 4, 使 得 对 每 一 个 4.E.o ,用 4DJE4. 

选择 公理 的 意思 是 说 ,对 于 集 类 x ,可 以 作 这 样 一 个 集合 五， 
它 是 由 -ez 中 每 个 元 4. 中 取 一 点 所 组 成 的 .五 的 存在 性 直观 上 比 
较 明 显 , 人 们 可 以 接受 ,所 以 作为 一 个 公理 承认 它 . 实际 上 还 可 以 
证 明 佐 恩 引 理 和 策 墨 罗 选 择 公 理 彼 此 是 等 价 的 ,这 里 我 们 不 作 介 
绍 了 . 
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4 数 直 线 RR 中 的 点 集 


本 节 根 据 测 度 论 , 积 分 论 的 需要 ,介绍 R 中 点 集 的 最 基本 的 
一 些 概念 ,如 开 集 、. 财 集 .连续 函数 等 ,给 出 一 维 开 集 的 构造 定理 ， 
最 后 将 讨论 一 个 特殊 的 点 集 一 一 康 托 三 分 集 , 它 是 实 分 析 中 一 个 
重要 例子 ,有 许多 奇特 的 性 质 , 常 被 用 来 表现 一 些 复杂 的 现象 . 


4.1 一 维 开 集 , 闭 集 及 其 性 质 


定义 4.1 设 ECR,a€ER, 称 含有 a 的 任 一 开 区 间 为 a 的 邻 
域 ;aEE, 如 果 &a 的 令 域 (a,86)CE, 则 称 4 为 E 的 内 点 ;如 果 E 的 
每 一 点 都 是 的 内 点 , 则 称 五 为 开 集 ; 规 定 空 集 多 为 开 集 . 

显然 开 区 间 (Ca,B) 和 R 本 身 都 是 一 维 开 集 . 

定理 4.1 开 集 有 下 列 性 质 : 

(1) 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 ， 

(2) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

证 (1) 设 {G,,a€7) 是 一 族 开 集 ,G 二 UG., 任 取 zEG, 则 有 
某 个 EZ, 使 zEG, , 故 z 是 G 的 内 点 ,从 而 更 是 G 的 内 点 , 因 
此 G 是 开 集 . 

(2) 设 G1,Gs，…,G, 为 开 集 ,G 二 站 Gi, 任 取 <EG, 则 对 一 切 
二 1,2,…,n， 有 zxEGs, 于 是 有 的 邻 域 (ai,Bi), 使 

XE (gb) CO k=1,2, ,Nn 
令 (4B)= NN Co,B), a= sup a, B= inf Br, 则 x€E (0,8)CG, 
故 G 是 开 集 . 
注意 ,无 限 多 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 , 例 如 ,Gi 二 | 一 天 


1 ， 天 一 1，2，3，…， 则 让 Ge= (0} ,不 是 开 集 ， 


k 
定义 4.2 设 天 CR, 若 儿 有 一 R 一 巨 为 开 集 , 则 称 丈 为 闭 集 . 
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利用 集合 的 笛 摩 根 法 则 ,可 以 将 开 集 的 性 质 对 偶 地 转移 到 团 
集 上 去 . 

定理 4. 2 闭 集 有 下 列 性 质 : 

(1) 空 集 与 R 本 身 均 是 闭 集 ， 

(2) 任意 多 个 闭 集 的 交 为 闭 集 ， 

(3) 有 限 多 个 闭 集 的 并 为 闭 集 . 

证 ”我们 仅 证 明 (2), 设 f(a€7) 为 一 族 闭 集 , 则 多 F(a€7) 
是 R 中 的 一 族 开 集 , 令 F 二 站 F。, 则 

GF = Ur. 


由 定理 4. 1(1) 知 ZF 为 开 集 , 故 一 站 FF。 是 闭 集 
注意 ,无 限 个 闭 集 的 并 可 能 不 是 闭 集 ,例如 ,= |- 11， 7 一 


~， 
1,2,3,…，UU F, 一 C0,1] 不 是 闲 集 . 

定义 4.3 设 kCR,aE€R, 若 a 的 任 一 邻 域 中 均 有 一 (a) 中 
之 点 , 则 称 a 为 5 的 聚 点 ;zEE, 若 存在 zz 的 邻 域 (a,8), 使 (a,p) 
站 (下 一 (zz)) 一 条 , 则 称 z 为 互 的 孤立 点 ;点 集 五 的 一 切 聚 点 所 成 
之 集 称 为 E 的 导 集 , 记 为 EF' ;EUE' 称 作 E 的 闭 包 , 记 为 E. 

显然 ,五 的 一点 不 一 定 属于 EE, 读者 也 容易 证 明 下 列 条 件 等 


价 : 

la 是 的 聚 点 ， 

2 存在 点 列 {a,}CE 一 {a}， 使 a 一 a， 

3° 存在 五 中 一 列 互 不 相同 的 点 {4a,), 使 a,>a. 

例 1 设 天 -|1, 斑 , …, 却 ,和光 , 则 原点 是 巨 的 唯一 聚 点 ， 
且 不 属于 五 ;又 闭 区 间 [0,14 中 每 一 点 是 (0,1) 中 有 理 点 全 体 所 成 
集 的 聚 点 ， 

定理 4.3 设 非 空 点 集 ECR, 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 巨 为 闭 集 ， 


《2) 五 CE, 
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(3) E=E. 

证 (1) 二 (2) 设 五 为 财 集 , 则 安 匹 为 开 集 , 任 取 aE 五 ,由 聚 
点 定义 ,a 的 任 一 邻 域 中 均 有 中 之 点 , 故 a€E 儿 E, 即 E'CE. 

(2) 之 (3) 显然 成 立 . z 

(3) 一 (1) 设 E=E, 则 ECE, 儿 E 沪 BE, 任 取 XE 客 EE, 则 
ZE FE' ,这 表示 xEEE 时 ,xz 也 不 是 已 的 聚 点 , 故 存在 x 的 邻 域 
(ga,B), 使 (a,P) 门 (EE 一 {zx))= 二 多 , 即 

XE (a,p) CC GE, 

ZE 为 开 集 ,这 就 证 明了 5 为 闭 集 . 

定理 4.4 设 ECR, 则 E' 和 万 都 是 闭 集 . 

证 ” 任 取 XEE , 则 XEE', 故 存在 xz 的 邻 域 (a,), 使 (a， 
8) 中 不 含 一 {2} 的 点 ,这 就 推出 Ca,B8) 中 任 一 点 均 非 EE 的 聚 点 ， 
故 zE (a,B)CBE' ,zx 为 儿 E' 的 内 点 ,多 EE' 为 开 集 ,从 而 E' 是 闭 
集 . 

对 于 ,因为 二 EUE', 只 要 证 明 儿 二 儿 E 门 外 ' 为 开 集 . 
任 取 xEE, 则 xEE, 且 xERK', 则 存在 zx 的 邻 域 (a,B8), 使 (a， 
BN CE 一 {zz}))= 二 名 ;从 而 (a;8)CZEE, 有 (a;B)CE' ,因此 (ea,B) 
CGBE， 安 EE 为 开 集 . 

为 了 说 明 开 集 概念 的 重要 性 ,这 里 我 们 举 一 个 利用 开 集 概念 
来 刻 划 连续 函数 特征 的 命题 

定理 4.5 设 f(z) 定 义 在 R 上 , 则 f(z) 连续 的 充 要 条 件 是 : 
对 任 一 开 集 G, 其 原 象 六 《GG) 为 开 集 . 

证 ”必要 性 ; 设 f(x) 在 R 上 连续 ,G 为 R 中 的 任 一 开 集 ,不 
妨 设 广 1(G) 关 名 , 任 取 zoE 了 1(G), 这 表示 fC《zo)EG, 因 为 G 是 
开 集 , 故 存 在 e 守 0, 使 (f(zo) 一 ,了 (zo) 十 e)CG， 男 一 方面 ,由 
f(z) 的 连续 性 ,存在 5 六 0, 使 XEl(zxo 一 6,， zo 十 6) 时 , f(x) EE 
(f(zo) 一 e， f(zo) 十 Ee),， 因此 , 当 xE€(《zo 一 6, zo 十 0) 时 , f(x)E€ 
G, 即 (zo 一 6,zo 二 6)CH (G), 故 广 1(G) 为 开 集 . 

充分 性 : 任 取 xoER 和 e 汪 0, 由 条 件 知 开 区 间 (f(zxo) 一 8， 
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f(zo) 十 6) 的 原 象 U 是 R 中 的 开 集 ,显然 zxEU, 故 存在 9>0, 使 
(zo 一 0,Zo 十 CD 即 zE(Czo 一 6,zo 十 6) 时 ,jz)ECFCzo) 一 人， 
了 (Xo) 十 外 ,元 f(z) 在 zo 点 连续 . 

读者 还 可 以 证 明 ,f(z) 在 R 上 连续 的 充 要 条 件 是 :任何 闭 集 
的 原 象 是 财 集 . 

关于 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 的 点 集 ,我 们 将 在 第 九 章 上 距离 空 
间 中 介绍 . 


4.2 R 中 开 集 的 构造 


我 们 知道 R* 中 任意 个 开 区 间 的 并 集 是 开 集 ,特别 是 ,一 族 互 
不 相交 的 非 空 开 区 间 ( 根 据 本 章 3 2 例 7, 这 族 开 区 间 至 多 可 列 个 ) 
{Cab.)) 的 并 集 UU (at) 是 开 集 ,本 段 将 证 明 , 这 正 是 玉 上 非 空 
开 集 的 一 般 形式 . / 

定义 4.4 设 G 为 开 和 集 , 如 果 开 区 间 (a,B8)CG, 而 且 端 点 a, 
不 属于 C( 或 wx 一 一 co ,8= 十 ce), 则 称 (e, 28) 为 C 的 一 个 构成 区 
间 . 

定理 4.6 直线 RR 上 任 一 非 空 开 集 必 可 唯一 地 表示 成 至 多 可 
列 个 互 不 相交 的 构成 区 间 的 并 、 

证 设 G 是 R 上 的 一 个 非 空 开 集 ,分 以 下 三 步 来 论证 : 

(1) G 中 任 一 点 必 会 在 一 个 构成 区 间 中 . 

事实 上 , 任 取 xoE€G, 记 

A, = {(a,P):zo € (4a,P) CG}, 

显然 4, 非 空 , 令 

om = inf{a:(a,pB) € A,}, Po= sup{B:(o,B) € A,), 
我 们 证 明 (a。，Bo) 是 G 的 构成 区 间 . 首先 由 mp 的 定义 显然 有 
Cmo， Po) 刁 ”Wl4,8), 另 一 方面 , 任 取 xE (ao,P,) ,不 妨 设 x 


之 0 由 om 的 定义 , 必 有 (Mo,p)E4。， 使 Qo 过 a 过 zw， 所 以 XE(la, ro 
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和 (a, 8) y (an "BOC 人 (a, 8) ;类 似 地 可 讨论 Zoo 的 情形 , 所 


以 
(ao， Bo) = UU (a, 8) CGO. 
(a,P) EA 


再 证 QoEG,BoEG. 设 不 然 ,例如 mEG, 则 存在 S>0, 使 (wo 一 人 ,an 
十 CC, 从 而 (oa 一 09,p8JCGC,a 一 96)E4， 这 与 am 的 定义 相 
矛盾 , 故 a,EG, 辐 理 可 证 peEC, 这 说 明 (o pw) 是 G 的 构成 区 间 ， 
Xo E (ao, po). 

(2) G 的 任意 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 ,从 而 至 多 可 列 . 
设 (q， Bi),， (qz,Bs) 是 G 的 两 个 不 同 的 构成 区 间 , 但 相交 ,这 时 必 
有 一 个 区 间 的 端点 在 另 一 区 间 内 ,不 妨 设 a E (as,PBo), 但 (ai,p,) 
CG, 这 与 a EG 矛盾 , 故 (Qi,Bi) 和 (as,B;) 不 相交 ,根据 § 2 例 7 知 
G 的 构成 区 间 至 多 可 列 , 记 为 {4,Bi)), 由 (1) 知 GCU Ca,B)， 
再 由 构成 区 间 的 定义 GU Cu,B), 故 G=U a,Bi). 

(3) 唯一 性 : 设 C 一 U(Coe ,Be ), 其 中 (Caw ,Bs') 彼 此 不 相交 ,只 
要 证 明 每 个 (a' ,Bs') 必 是 由 (1) 得 到 的 构成 区 间 . 任 取 zoE (ae ， 
6 ), 据 (1)zo 属 于 C 的 构成 区 间 ( 人 ee ，p)， 否 (as ,Bi') 关 (Qo，pPo)， 
则 必 有 wmEGC 或 BEC, 矛 盾 , 所 以 (ae Be ) 一 (aoy00)， 

我 们 已 经 看 到 ,名 和 R 既是 开 集 ,又 是 闭 集 ,自然 要 问 :R 中 
是 否 存在 其 它 的 既 开 又 闭 之 集 ? 利 用 开 集 G 的 构造 定理 可 以 证 明 
这 样 的 集合 不 存在 . 

例 2 设 4 是 尺 中 的 点 集 ,4 是 开 集 , 且 又 是 闭 集 ,证 明 4= 
名 或 者 4 一 尺 . 

证 ”用 反 证 法 : 设 4 关 包 ,A 了 关 R, 由 于 A 是 开 集 , 设 4 的 构 
成 区 间 全 体 是 {(%, B,)), 则 4 一 UCop) .由 于 4 天 R, 这 些 构成 
区 间 的 端点 {a,)}，{B,} 中 至 少 有 一 个 是 有 限 的 , 设 为 和, 则 aE€4， 
但 由 于 (ai;PB1)CA, 显 然 和 是 4 的 聚 点 ,aq€4',4 又 是 闭 集 , 则 
A'CA, 从 而 必 有 a1E4, 矛 盾 , 所 以 A 必 是 全 直线 . 
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例 3 设 了 是 ta ,Oo 的 连续 函数 , 记 

EE= {zx: XE La,b], 存在 上 >z, 使 ji) > f(x)}， 
证 明太 是 开 集 . 

证 不 妨 设 玖 尖 人 好, 任 取 zxoEE， 则 存在 1 盖 Zo， 使 三 ) 全 
f(zo) ,因为 和 在 zx 点 连续 , 故 存 在 SG>0, 使 zo 十 6 二 t,xE€ (zo 一 
6，7zo 十 9) 时 ,j 太 扩 六 z)， 于 是 (zo 一 9，zo 十 0C 匹 , 巨 是 开 集 . 


4.3 康 托 集 


为 了 讨论 R 中 的 一 个 重要 点 集 ( 康 托 三 分 集 ) ,我们 先 介 绍 g 
进位 小 数 .g 是 任意 取 定 的 一 个 大 于 1 的 自然 数 , {ti} 是 一 列 整数 ， 
0 过 gl1， k=1,2,3,"*， 则 称 级 数 


Zz 二 芝 十 蕊 十 中 十 苇 十 … (4.1) 
所 £ 8 
为 工 的 g 进位 小 数 , 也 可 以 记 作 


由 于 0<n<e—1, 而 >) 对 ! 一 1 ， 因 此 级 数 (4. 1) 是 收敛 的 ， 


Bo<z< D>! 它们 1 ,车 在 (4 1) 中 从 某 一 项 起 t 全 为 0, 则 称 作 


进位 有 限 小 数 ， 否则 称 作 g 进位 无 限 小 数 . 对 于 C0,1j] 中 任 一 实 
数 上 均 可 唯一 地 表 成 8 进位 无 限 小 数 ( 详 见 文献 [9]), 于 是 ,如 果 
记 4 为 g 进位 无 限 小 数 全 体 , 作 (0,1j>4 的 映射 pg 如 下 :对 每 个 
i€ (0,1j, 将 t 表 成 g 进位 无 限 小 数 0. tt2…6… ,并 记 为 p(z)， 则 
显然 p 是 (0,1] 一 4 上 的 一 一 映射 , 即 (0,1j~4. 

下 面 我 们 先 给 出 康 托 集 的 构造 : 

将 基本 区 间 [L0,1j 三 等 分 ,除去 中 间 的 一 个 开 区 间 


C 下 一 | 下 
将 剩 下 的 两 个 闭 区 间 | 0, 3 |，| 了,1 | 分 别 三 等 分 ,并 除去 中 间 的 
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两 个 长 度 为 的 小 区 间 
_ er 一 | 工 ,21U 1 了 ,8 
CTUT 包 = | 5 §|U|T, 9) 
剩 下 四 个 闭 区 间 | 0, 言 |，| 司 ， 避 | ，| 末 ,本 |，| 全 ;1 | 又 分 别 
三 等 分 , 且 除 去 中 间 的 开 区 间 ( 共 4 个 ), 如 此 继续 下 去 ( 见 图 7. 5)， 
第 次 除去 2"! 个 长 度 为 训 的 开 区 间 C, = U 78 


走 二 ] 
1 2 1 2 7 8 
9 9 3 3 9 9 
-| (C—O ) 一 (一 盖 (32 一 (一 ) 
0 1 


图 7.5 


邻 G, 二 UC,, 其 中 C, 一 UI? 称 作 第 级 区 间 . Go 是 开 集 , 且 每 个 
小 开 区 间 是 Go 的 构成 区 间 , 风 

Po=[0,1)—G, 
是 一 个 闭 集 , 称 Po 为 康 托 三 分 集 . 

下 面 讨论 康 托 集 P, 的 性 质 ， 

(1) Po 是 不 含 任何 区 间 的 闭 集 ,这 是 因为 对 任 一 nx, PoCCL0， 
1 一 UCi, 而 [0,1] 一 UCi 中 均 是 长 度 为 支 的 小 区 间 ， 

(2) Pv 一 Pu, 由 于 P, 是 闭 集 , 则 Po CPo, 故 只 需 证 明 PC 
Pv , 即 证 明 P, 无 孤立 点 . 设 zo 为 P, 的 孤立 点 ,因为 0,1 显 然 是 P。 
的 聚 点 , 故 不 妨 设 mm 天 0,1, 则 在 (0,1) 中 存在 开 区 间 (m,zo) 与 
(zo，p) ,其 中 均 无 Po 的 点 , 即 (@0,xo)CGo, (zxosBo)CGos 且 xoE 
Gu, 从 而 可 知 (ao,zo),，(zosB,) 将 分 别 含 于 Gu 的 某 两 个 构成 区 间 
Caszo) 与 (zos8) 中 (a<ao， B 之 Bo) ,于 是 zo 为 Go 的 某 两 个 构成 区 
间 的 公共 端点 ,但 据 Ge 的 作法 ,这 是 不 可 能 的 ,所 以 P, 无 孤立 点 . 

(3) Po= 8. 

我 们 用 [0,1] 中 数 的 二 进位 小 数 和 三 进位 小 数 表示 法 来 证 明 . 


144 


Gu 的 构成 区 间 端 点 用 三 进位 有 限 小 数 表示 ,例如 


719 -| 村 | 一 (0.1,0. 2)， 
1® =| 当 ， | — (0.01, 0.02), 
1 =| 了， 加 = (0. 21,0. 22)， 


一 般 地 ,由 归纳 法 可 知 ,第 级 开 区 间 TC(% 一 1,2,…，,2” ) 形 如 
(0. acea， 1l, 0.4102°"*An 12)， 

其 中 ma …，,a， ;都 取 0 或 2, 因 此 在 这 个 区 间 中 的 实数 用 三 进位 
小 数 表示 必然 形 如 0， QQ2°** Qn -11LaaH , 印 Go 二 [50,1j 一 Po 中 的 数 
用 三 进位 表示 时 ,至 少 有 1 位 是 1, 我 们 记 

4 一 《0.aiaszas…: a 为 0 或 2，n 一 1,2,3,.) 
则 4CP。. 作 p:4 一 [0,1] 如 下 

工 一 0.aiasas €E 4PCZ) = 0.01b2"", 

其 中 六 一 到 (一 1,2,3,…),[0,1] 中 的 数 用 二 进位 小 数 来 表示 (区 
用 二 进位 有 限 小 数 表 示 ,m 二 0,1,2,…2" 一 1), 则 9gCx) E10,1j， 
显然 ?是 4->[0,1] 上 的 一 一 映射 ,所 以 [0,1j 一 4CPo, 义 Po 显然 
对 等 于 [0,1] 的 一 个 子 集 , 故 据 伯 恩 斯 坦 定理 知 Po 二 只 
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第 八 章 勒 贝 格 测度 


从 本 章 开始 ,我 们 逐步 介绍 实 变 函 数论 的 中 心 内 容 : 勒 贝 格 测 
度 与 勒 贝 格 积分 ， 

19 世 纪 的 数学 家 们 已 经 认识 到 ,古典 的 黎 曼 积分 在 理论 和 应 
用 上 有 很 大 的 局 限 性 ,为 了 解决 分 析 中 提出 的 许多 问题 ,为 了 满足 
近代 物理 、 概 率 论 发 展 的 需要 ,必须 改造 和 推广 原 有 的 积分 定义 . 
注意 到 黎 曼 积 分 与 长 度 、 面 积 、 体 积 等 度量 有 关 , 所 以 积分 概念 的 
推广 ,自然 也 首先 要 求 对 R" 中 更 一 般 的 点 集 赋予 一 种 度量 ,使 之 
成 为 长 度 、 面 积 或 体积 等 概念 的 推广 ,这 就 产生 了 测度 的 概念 . 现 
在 ,测度 论 的 思想 和 方法 已 成 为 近代 分 析 、 概 率 论 及 其 他 某 些 学 科 
必 不 可 少 的 工具 , 本 教程 实 分析 部 分 主要 介绍 直线 尺 上 的 勒 贝 格 
测度 和 勒 贝 格 积分 . 


$1 妇 中 点 集 的 外 测度 .内 测度 


由 于 勤 册 格 积分 是 在 “任意 ”集合 上 考虑 的 , 故 必须 给 予 一 般 
点 集 瑟 有 一 个 适当 的 度量 (测度 ) ;直线 上 点 集 E 测度 应 该 是 区 间 
长 度 的 推广 ,; 故 区 间 (a,6)，[a,61，Ca,61，[a 6) 的 测度 自然 都 应 
该 是 5 一 a, 即 区 间 的 长 度 .一 般 点 集 EE 的 测度 我 们 采用 比较 直观 
的 构造 方法 来 介绍 . 为 了 说 明 这 个 构造 性 方法 ,回忆 一 个 数学 分 析 
中 ,对 一 个 固定 的 曲 边 梯形 , 当 包 含 曲 边 梯 形 的 阶梯 形 面积 (大 和 ) 
的 下 确 界 等 于 含 于 曲 边 梯形 内 的 阶梯 形 面积 (小 和 7 的 上 确 界 时 ， 
我 们 规定 这 个 曲 边 梯形 是 可 求 面 积 的 ,上 述 的 共同 确 界 就 称 为 这 
个 曲 边 梯 形 的 面积 . 
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以 上 的 想法 启发 我 们 先 定义 点 集 的 外 测度 和 内 测度 , 当 某 一 
点 集 的 外 测度 等 于 其 内 测度 时 ,这 个 公共 数值 就 称 为 该 点 集 的 测 
度 . 为 此 我 们 先 介 绍 开 集 和 有 和 界 闭 集 的 测度 的 定义 ,并 通过 开 集 、 
闭 集 的 测度 来 定义 一 般 点 集 的 外 测度 、 内 测度 ， 
定义 1.1 1” 设 G 为 非 空 开 集 , 则 G= U (wpD ,其 中 (ww， 
Bi) 互 不 相交 ,我 们 规定 G 的 测度 
mG = >) (Bi 一 a). (1.1) 


2” 设 玉 为 有 界 闭 集 , 任 取 一 个 包含 下 的 开 区 间 (a,5), 令 G 

二 (a,6) 一 ff, 则 G 为 有 界 开 集 ,规定 下 的 测度 为 
Mtz 忆 一 0 一 & 一 71C. (1. 2) 
可 以 证 明 闭 集 的 测度 mF 与 区 间 (a,6) 瀛 F 的 取 法 无 关 . 事 
实 上 , 令 a=in{f{z:Xz€EF), B=sup{x:XEF), 则 a,BEF, 置 G= 
(ap 一 并，G 一 (ao9) 一 下 一 [a 0 一 下 ,因为 aEG，oeEG, 故 (a， 
oq) 为 C 的 构成 区 间 , 同 理 (8,0) 也 是 G 的 构成 区 间 , 且 G= (a,a) 

U(C8,ODUG” ,从 而 

mF 一 0 一 4 一 MG 一 有 一 aa 一 MiCG”， (1. 3) 

例 1 Cantor 集 Po 与 相应 的 开 集 Go 之 测度 . 


解 ” 因 为 开 集 Co 王 Uc,, 其 中 C, 为 2 个 互 不 相交 的 长 度 


为 训 7 的 开 区 间 ,C; 彼此 也 不 相交 ,这 些小 区 间 的 全 体 是 Co 的 构成 
区 间 ， 故 


mG > 2 一 
mpP, 一 0， 
定理 1.1 (1) 单调 性 : 设 G,,G: 是 两 个 有 界 开 集 , 且 GCG，， 
则 mG mG;， 
(2) 完全 可 加 性 : 设 有 界 开 集 G 一 UGi，G, 为 互 不 相交 的 开 
集 ,k= 二 1 ,2,…, 则 
| 了 47 


mG 一 > mc 
(3) 半 可 加 性 : 设 有 界 开 集 G 二 Gs( 有 限 或 可 列 并 ), 每 个 
Gi 为 开 集 , 则 
G < 之 Cr 
证 (1) 设 Gu,G: 的 构成 区 间 分 别 是 {8f } 与 {16 包 (一 1， 
2 , 则 mmG = 这 m6 四 ,mG 一 >)mb 包 . 任 取 > 0, 存在 自 
然 数 N ,使 
mG = mo 十 &. 
由 于 G1CG;, 读 者 可 以 证 明 每 一 个 680 必 会 于 某 一 个 952 中 , 故 存 
在 自然 数 必 , 使 
mG = > ef 十 上 撩 > mo 十 E 忒 mG, 十 &， 
因为 > 0 是 任意 的 ， 所 以 mG mG,. 
(2) 设 Gi=U6 咏 ,其 中 6% 二 (a?， BP) 为 开 集 Gi 的 构成 区 
间 , 则 
G=UG:=U U0) =U6%. 
对 一 切 ,j， 8 互 不 相交 ,6 名 是 G 的 构成 区 间 , mG = >)m6% 


= > Om6®) = > mG 

上. J 开 . 

(3) 先 设 G= 人 A 二 (a,B) ,A 二 岂 Gi, 不 妨 设 mGi 二 co , 令 

上 , . 
Ge 一 Up ，{6 由 }) 是 Gi 的 构成 区 间 , 则 对 任 给 的 e 汪 0, [a 十 8， 
8B 一 ej 被 开 区 间 6 GU 王 1,2,…, 一 1,2,…) 所 覆盖 , 据 有 限 履 盖 定 
理 , 必 存在 有 穷 多 个 开 区 间 Oj (s 二 ],2,… ,nn) 和 履 盖 [a 十 se,B 一 ej， 
显然 有 
B—a— 2e < Dime 二 Smo 
5 二 1] jk 
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= 2 (2jm6%) -一 > jmG,, 
由 于 e 之 0 是 任意 的 , 故 
MA 一 有 8 一 aa 和 运 SjmGs. 


对 一 般 的 有 界 开 集 G 二 WG, 也 不 妨 设 mG < co. 令 {Ai} 
A; = A 人 (UG) = Ua; 门 Cu)， 
其 中 A; 门 Gi 二 1,2,…) 为 开 集 , 则 按 第 一 步 所 证 
mA; 扫 Sma 六 Ce)， 


mG 一 2m < > 之 mA 门 Go | 


f 


一 > mA 站 Gi) | 9 
另 一 方面 ,Co 一 Ce 人 CUAD) 一 JUCaG 人 Cco) ,对 固定 的 k， A;{ |G . 
不 相交 (二 1,2,…:), 由 (2) 
mG; = > mlAi 门 Go)， 


故 
mG 二 mG ， 
上 


注 1 定理 1. 1 中 开 集 G(Gi,Gs) 可 以 为 无 界 集 ,测度 可 以 为 
十 ce， 
定义 1.2 设 E 是 R 中 的 任 一 点 集 , 所 有 包含 EE 的 开 集 的 测 
度 的 下 确 界 称 为 E 的 外 测度 ,并 记 为 m* 五 ， 
m* 二 in{f (mG:; 开 集 G 二 五 }、 (1. 4) 
设 为 R 中 的 有 和 界 点 集 , 所 有 含 于 EE 中 的 闭 集 的 测度 的 上 确 
界 称 为 五 的 内 测度 ,并 记 为 im ,五 : 
mm 上 二 sup (mF; 闭 集 F CE). (1. 5) 
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注 2 利用 定理 1. 1 我 们 容易 证 明 集合 的 外 测度 
m= inf{ >jml: ECUIL, 1 是 开 区 间 ). (1.6) 
定理 1. 2 (外 测度 的 性 质 ) : 
(1) 非 负 性 : 0m* Eco, m* (GB)=0， 
(2) 单调 性 ， 设 ECE,， 则 MI El<m’ E,, 
(3) 次 可 列 可 加 性 ; m* (UE) < Dm EE. 


证 〈1)，(2) 由 外 测度 的 定义 显然 可 得 . 
(3) 对 任 给 的 e 汪 0, 由 外 测度 的 等 价 定义 (1.6) 式 ,对 每 个 7， 


都 有 开 区 间 列 《7 7 一 1,2,…} ,使 ECUL,, 且 


?一 1 


Sml; 福 7 五, 十 二 ， 
i=1 2 
(这 里 不 妨 设 每 个 m* ;过 十 oo) 于 是 U EC UZ, 且 
i= | 
Sn -5 Bm, 
i,j=1 : 了 


— 并 _ < 天 
< 瓦 十 到 |= 之 ,mr E,; 十 8， 
则 
m' (UE)< Dmly < Pm’E+e. 

由 于 e>0 是 任意 的 ,所 以 

mo 局) < Pm’E. 

例 2 设 为 R 中 的 有 界 点 集 ,m* EE>0, 则 对 任意 的 小 于 

m* 的 正 数 c, 均 有 EF1CE, 使 m* 五 一 < 


证 我 们 利用 外 测度 的 性 质 和 数学 分 析 中 连续 函数 的 介 值 定 
理 来 证 明 . 取 La,6j] 汪 ,定义 La,5]J 上 的 函数 如 下 : 
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f(t) =m’E Nia,z)), zcElc)pl. 

显然 , 当 z,y€E[La,6j, zy 时 , ELa,z]JCENLa,y1, 所 以 f(z) 
三 f(y), 即 是 [a,61 上 的 单调 增加 函数 , 今 证 了 在 La,6] 上 连续 ， 
任 取 XE[a,5),， hh 放 0, 使 zx 十 hELa,6j 则 
f(r 和 hm fx) =m Ef art+ hl))— mE [a,rl) 

<m (EfN[zrz+ hl)m* (rz,ri hl) 

二 上. 
故 f(z) 在 点 xz 处 右 连 续 , 同 理 可 证 ,对 任 一 zx€ (ao 了 在 工 处 
左 连续 ,所 以 了 在 La,5] 上 连续 ,注意 到 je) 一 0，jFCO) 一 五 ， 
Ja)<c< 帮 0O) ,利用 财 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 ,可 知 存 在 
E (4a,6), 使 (6)=c, 即 

z m* (Ef [a,é])=¢, 

取 集 合 包 二 EN 门 [a,6], 便 有 Ei1CE 且 mm*El=c 


3 2 勒 贝 格 可 测 集 及 其 性 质 


在 内 、 外 测度 的 基础 上 ,可 以 引入 可 测 集 及 其 测度 的 概念 , 
定义 2.3 设 匹 为 尺 中 的 有 界 点 集 , 如 果 
mE=~m,.E, 
则 称 五 为 勤 贝 格 可 测 集 ,简称 已 为 可 测 集 , 这 时 五 的 外 测度 或 内 
测度 称 为 E 的 测度 ,并 记 为 mE. 又 设 为 R 中 的 无 界 集 ,如 果 对 
任何 有 界 开 区 间 I 二 (一 a,a), EN 站 7 都 是 可 测 的 , 则 称 E 是 可 测 
的 ,其 测度 定义 为 
mE = limm{E f\ (— &,0)) (有 限 或 十 ce)， 

据 定 义 2. 3, 易 知 开 区 间 ,于 区 间 , 半 财 半 开 区 间 均 可 测 , 且 测 
度 就 是 区 间 的 长 度 . 

应 用 这 个 定义 虽然 比较 直观 和 自然 ,但 它 同 时 要 使 用 内 、 外 测 
度 两 个 概念 ,而且 有 界 集 与 无 界 集 须 分 别处 理 , 下 面 我 们 将 利用 形 
式 上 更 为 简化 的 一 个 等 价 定义 ( 即 卡 拉丝 屋 独 利 条 件 ) 来 讨论 集合 
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的 可 测 性 . 为 此 先 证 明 内 测度 的 等 价 定义 . 
定理 2.1 设 AC(la,6b), EE 是 琅 关 (a,5) 的 补 集 , 则 


mE=b—a— mE. (2.1) 
证 对 任意 e 汪 0, 取 闭 集 FCE, 使 
mr >m,.E—&, (2. 2) 
关于 (a,5b) 的 补 集 儿 F 为 开 集 , 且 安 太 一 安 瑟 ， 故 
mm’ EEZmEF=60—a— mr, (2. 3) 


于 是 由 (2. 2), (2. 3) 得 
mE<<mrie<b—a— mYEEe. 
令 e->0, 得 
mE<Lb—a— m’ EE. (2. 4) 
另 一 方面 , 取 开 集 G 忆 多 E ,使 
mG mEE+e, 
不 妨 设 开 集 G 的 构成 区 间 有 两 个 小 区 间 (a,a') 与 (5' ,65) ,其 中 a 一 
a' 过 5b' 过 5， 则 五 二 儿 G==La',b'] 一 G 为 闭 集 ,是 及 CE, 故 
mEzmH=6—a—~mG>b—a— mE—&. 
令 es ~0, 得 
1 ,五 闻 0 一 4 一 入 GE. 《2. 5) 
(2. 4)，(2. 5) 一 起 表明 (2. 1) 成 立 . 
从 等 式 42. 1) 可 以 看 出 ,由 于 五 与 多 下 处 于 对 称 地 位 ,等 式 
mGE+m’E=6o—a 
也 成 立 , 因 而 得 到 
mE — mm. EE=~mFE— m,rE. 
由 此 可 知 ,关于 基本 区 间 (4a,5), 集 E 与 ZE 的 可 测 性 相同 . 
定理 2.2 设 E 为 R 中 的 任 一 点 集 , 若 对 任何 集合 4, 都 有 
mA=m’*(Af|E)+m’ (AN GE), (2. 6) 
则 2 玖 一 和 2 , 瑟 ,， 即 瓦 可 测 . 
证 ” 先 设 EC(la,5), 并 不 妨 设 (a,5) 为 基本 区 间 . 取 A= (a， 
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25) ,由 条 件 (2. 6) 得 
mE=b—a—m’ CE. 

据 定理 2.1， 上 式 右 边 正 是 的 内 测度 m.E, 故 m*E=m. ,EF 
可 测 . 

设 五 为 无 界 集 , 任 取 区 间 郊 = (一 aya) (ec>>0)， 考 虑 五 .一 五 站 
7., 此 时 可 设 基 本 区 间 为 1, 由 条 件 (2.6), 取 4 二 (一 a,a)， 类 似 可 
得 

mE, = m,L,, 

故 EE。 可 测 (Y a 二 0), 从 而 可 测 ， 

事实 上 ,我 们 可 以 证 明 (2.6) 也 是 E 可 测 的 一 个 必要 条 件 ( 参 
见 L6.) ,等 式 (2. 6) 称 为 五 的 卡拉 皆 屋 独 利 (Cartheodory) 条 件 . 

例 设 m*E=0, 则 五 可 测 , 称 五 为 勒 贝 格 零 集 ， 

证 对 任 一 点 集 4， 

1 (4 门 瑟 ) 十 1 (4 门窗 下) 和 过 五 十 Mi 4 一 MA4， 
另 一 方面 ， A 二 (ANnE)U CANZE),， 则 

m*Am (ANE)+m’ (ANGE), 

故 (2. 6) 成 立 ,E 可 测 . 

例 2 设 El,E;,…,E, 为 互 不 相交 的 可 测 集 ,4 为 任 一 点 集 ， 
则 

ANI = Pm (A NN E,). 


证 不 妨 设 2 一 2， 因为 局 可 测 ， 《2. 6) 式 中 用 A 站 (EiU EE;) 
代 4, 得 

1 AN EU ED)) =m’ AN CE UE,) 门 五 ) 

十 Af (EU E,) (| CE) 
=—m’ (A fi EE)+m’ (A NE,). 

定理 2.3 (1) 五 可 测 的 充 要 条 件 是 儿 E 可 测 ， 

(2) 耕 五 ,五 :可 测 , 则 Ei UE,, EfiEssyEi 一 Ez 均 可 测 ; 又 若 
五 ; 门 五 :一 弛 ， 则 
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mlE: UE,) = 7 五; mkE,. 
证 ” (1) 不妨 设 EC(la,5b), 则 由 定理 2. 1 后 面 的 说 明 立 即 知 E 
可 测 充 要 条 件 是 儿 E 可 测 . 
《2) 任 取 点 集 4, 因 为 五 :可 测 , 所 以 
m* (4 门 五 ) =m’ (4 站 五 门 五 7) 十 7 (ANE (| GE.,) 
=m" (4 门 五 门 五 ) 十 Mi (4 门 五 | 一 五 ?)， 
其 次 , 因 A 一 (EN 门 E;)= 二 (4 一 E1)U C4NMEi 一 E;), 则 
m* (A— ENE))<m’ (4 一 五 ) 十 7 AN E, ~— E,), 
从 而 有 
m* (ANME NE,)++m (Am (EE [| E,) 
<m((ANMNME ME,)+m(A—E)+m’ Af E— E,) 
一 Mi (4 门 五 ) 十 1 (A—E)=m’A, 
故 
m* (A)=m’*(ANMENME)++m ANMNGE, (| E,)), 
即 Ei 人 Es 可 测 . 
利用 等 式 
EU E, ~=Z(G(E U Es)) = GGEE, {| GE,), 
E, — E, =E, /| ZE,. 
以 及 已 证 明 的 事实 ,立即 知 EiUE,,Ei 一 Es 均 可 测 . 
现 设 EE 门 E, 二 多 ，, 据 例 2, 对 任 一 点 集 4, 有 
Mr (ANM CE UE))=m’ AN EE)+m’ AN E,), 
在 上 式 中 取 4 二 R, 则 得 
m* (UE =m’* Em’E,. 
因为 五 ; ,Ess,EiUE;: 均 可 测 , 所 以 : 
mE UE,) = mE + mbE,. 
注 ” 由 定理 2. 3 可 知 , 有 限 个 可 测 集 的 交 与 并 也 是 可 测 的 , 且 
当 包 (4 一 1,2,…,n) 为 互 不 相交 的 可 测 集 时 , m( UE) = 
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定理 2. 4 设 每 个 ,都 可 测 (i 一 1,2,3,…), 则 UE 和 门 EE 
均 可 测 , 且 
m( UE)< DmE, 
特别 地 , 当 五 站 五 一 如 天 7 时 )， 有 
ml UE) = > mm 有 
证 “显然 有 
E=—UE, 
= EU (BE — E)U (Es— (EU E))U 
.UFE, — UE,] U ~. 
上 式 是 右边 各 项 彼此 不 相交 , 且 据 定理 2 3 知 每 一 项 均 可 测 , 所 以 
要 证 明 ER 二 UE 可 测 , 不 妨 设 诸 E, 互 不 相交 . 设 4 是 RR 中 任 一 点 


集 ,由 外 测度 的 次 可 加 性 
mA<m’"(ANE)+m’ (ANGE). 


今 证 相反 不 等 式 成 立 . 对 任何 自然 数 ,由 定理 2.3, UE; 可 测 , 故 
有 
m* A =m" (AN (UE)) +m’ (ANGUE)) 
>m° (AN (UE)) 十 mm (A N YE) 


= > jm’* ANE)+m’ A CE). 
1 一 
令 "一 co ,得 
m’*A> Dm’ (ANE)+m’ ANGE). 
i 二 1 
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再 利用 外 测度 的 次 可 加 性 ,得 
1 4 之 1 (4 站 五) 十 m (4 门客 区 )， 


故 m*A=m* (ANE)+m* (ANZE), E=UE 可 测 


m( UE) = ml UE)< DmE. 


利用 外 测度 单调 性 及 定理 2. 3, 得 
令 n 一 oo0, 有 


故 
m UE 一 PmE.. 


最 后 利用 多 ( 站 Ei) 一 UgE,, 立即 知 站 BE, 也 可 测 . 
定理 2.5 〔 勒 贝 格 测度 的 性 质 ) 
(1) 非 负 性 ;对 任何 可 测 集 EE, mE 宇 0, m( 儿 ) 二 0. 
(2) 单调 性 : 设 Ei 五 ;可 测 , 且 EiCEk, , 则 
mE,; < mE,. 
又 奉 mE 二 00, 则 
m(E,— Ei) = mE,.— mEi. 

(3) 次 可 列 可 加 性 和 可 列 可 加 性 : 设 每 个 ;可 测 (i==1,2， 
3，…)， 则 
m(\ UE 二 PmE. 

又 若 E; 互 不 相交 , 则 
m( UE 一 mE: 
(4) 设 E(x 二 1,2,3,…) 是 一 列 可 测 集 , 且 ECE,C…,M 则 
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m\ UE,) 一 limmb,. 
t= 二] Nr oO 
(5) 设 (n= 二 1,2,3，…) 是 一 列 可 测 集 ,E1 必 Es 刁 …, 且 至 少 
有 一 个 五 ,， 使 得 mE, 二 2 , 则 
m( (| E,) = limmEk,. 
is HN oo 
证 (1) 由 外 测度 、 内 测度 的 定义 立即 可 得 . 
(2) 因为 Ei ,Es 可 测 , 则 Es 一 Ei 可 测 ,Es 二 (Es, 一 E1)UEi,(E; 
—Ei ) 门 五 :一 僻 ， 故 mE,=—=m(E,— 五 ) 十 7 五; ) mEi. 
者 Mi 五 ;< co ， 刚 由 等 式 mE,=m(E,— Ei) 二 mE 可 得 
mE, — Ei) = mE, — mE. 
(3) 就 是 定理 2. 4 的 结论 . 
(4) 因为 EiCE,C, 记 Fi=Eki, F,= E,— Ei1(n=2, 


3,…), 则 {,) 是 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 , 且 UE:= UF 则 
m( UE =m\ UP 一 mF 


一 1m >mP.- 一 limmE,. 


~ OO 


(5) 不 妨 设 mm 有 二 co， 因为 EB 沪 … 记 人 二 Ei 一 En 一 
2,…) ,这 时 {F,} 是 一 列 渐 张 可 测 集 ,而 且 
Un. = 已， —NE, 
由 (4) 得 到 
(UF) = limmp,. 


由 于 EE=F,UE,, FF, NE, 二 多 ， 则 mEi=mF,+mE, mF., mk, 
一 mE,, 男 一 方面 据 (3) 有 mE 一 ml UF ) +m( NE ， 所 以 
m( NE 一 7 五; 一 m(\ UF 一 mE;, 一 limmrF., 


=mE; 一 lim (mE: — mE,) 
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一 limmE,. 


一 可 


这 里 第 一 个 等 号 与 第 四 个 等 号 利用 了 条 件 mE! 一 co. 
定理 2. 5C(5) 的 证 明 中 ,我 们 用 到 了 条 件 mE1 二 2, 它 实 际 上 相 


当 于 至 少 有 一 个 E,， 满足 mE。<oo( 因 为 们 E= 门 E:), 这 个 条 件 


是 不 可 少 的 ,例如 , 取 
EE, = (nc0), n= 1,2,.,， 


则 EIDE,D…, NE ,但 
;一 1 
mE, 一 coy 1 一 1 2 


m(NE) = mG) = 0， 


m( NN E) 天 limmE,. 

例 3 设 记 是 尺 中 的 可 列 点 集 , 则 EE 可 测 , 且 mE 二 0. 

证 ”对 R 中 的 每 个 单 点 集 {z}, 显 然 有 mm" (zx) 二 =m. {zx} 二 0， 
故 单 点 集 {xz}) 可 测 , 且 mr{zx)= 二 0, 利用 可 列 可 加 性 ,立即 知 E 可 
测 , 且 1 五 一 0. 

例 4 设 在 [0,1] 中 有 勒 贝 格 可 测 集 E51,E;,…，E, 满足 条 件 
> JmE, > 一 1， 则 交集 站 E; 必 具 有 正 测度 . 

证 ”由 De Morgan 法 则 

NE 一 L0 ,1 一 U([o,1] £,),， 
则 
m(fE) =1— m(U (LO,1] — E)) 


二 1 一 十 SmE, 
;一 1 
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>1 一 区 十 允 一 工 一 0. 
例 S5 设 E 是 R 中 具有 正 测 度 的 可 测 集 , 则 中 必 有 两 点 工 
与 y, 使 |y 一 z+| 是 一 无 理 数 . 
证 任 取 zxE€EEk, 作 和 集合 
El= { 一 Z:y € EE). 
由 于 五 >0， 则 互 是 不 可 列 的 ,又 显然 五 ;的 势 等 于 五 的 势 , 故 五 
不 可 列 , 从 而 五 中 必 含 有 一 无 理 数 , 即 有 zy,yE 五 ,使 y 一 x 是 一 无 
理 数 ,此 时 ,|y 一 z| 当 然 也 是 无 理 数 ， 


8 3 勤 贝 格 可 测 集 类 


上 一 厄 中 ,我 们 给 出 了 勒 贝 格 可 测 集 概念 ,并 讨论 了 可 测 集 和 
测度 的 一 些 性 质 , 还 指出 区 间 工 是 可 测 的 ,其 测度 m7 就 是 区 间 的 
长 度 , 自 然 要 问 : 开 集 、 闭 集 是 否 可 测 ? 若 可 测 ,其 测度 与 》 1 中 规定 
的 测度 是 否 一 致 ?一般 常见 集合 中 有 哪些 是 可 测 的 呢 ? 


3.1 开 集 、 闭 集 的 可 测 性 


定理 3.1 开 集 和 闭 集 均 是 可 测 的 , 且 其 测度 与 3 1 中 规定 的 
测度 相同 . z 

证 因为 对 任 一 开 集 G,G 可 表 成 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 
T;—= (Qs Bj) 之 并 收 二 1， 2， 3， … )， 每 个 可 测 ,m7 二 Bi 一 ax， 据 
测度 的 可 列 可 加 性 ,G 必 可 测 , 且 mG = yz = yp 一 a). 

设 闭 集 C(la,6), 取 (a,5) 为 基本 区 间 , 则 (a,8)= 二 FUF， 


ml = a— menr, 


从 而 任 一 闵 集 RCR 也 是 可 测 的 . 
我 们 称 可 列 个 开 集 {G,} 之 交 G= 站 G, 为 Gs 型 集 , 可 列 个 闭 
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集 {P,} 之 并 下 = UP 为 F, 型 集 ,显然 G, 型 集 和 ,型 集 均 可 测 . 


定理 3.2 点 集 E 可 测 的 充 要 条 件 是 :对 任 一 正 数 se, 存在 开 


集 C 和 闭 集 下 ,使 得 GOEDF, 有 日 
m(G — F)<e. 


证 必要 性 ; 先 设 已 为 有 界 可 测 集 ,zm 天 一 mm* 巨 , 按 外 测度 的 
定义 ,对 任意 的 e>0, 存 在 开 集 GE， 使 


mG 之 mr" 忆 十 邦 ， 
故 m(G—E)=mG—mE<3: 
在 五 为 无 界 可 测 集 ， 令 Ei 二 EN (一 k,&k) (二 1,2,'…), El. 
为 有 界 可 测 集 , 且 一 UE, 对 任意 的 e>0, 存在 开 集 G: 忆 避 , 使 
m(Gi 一 EE) = a 
作 开 集 G=UcG， GD 已， 易 知 
G—E CU G, — E,), 


é 


m(G — E) < mG — En) < 人 5 一斑. 
k=1 k=1 
当 玖 可 测 时 , 鹤 瑟 也 可 测 , 由 上 面 所 证 ,对 ss 盖 0, 存 在 开 集 CD 
ZE ,使 

m(G 一 CGE) < 也 

现在 令 二 儿 G, 则 Ff 是 闭 集 ,fCE, 有 日 容易 证 明 五 一 下 一 CG 

一 儿 E， 所 以 

m(E — F) < 


于 是 ,由 G 一 f= 二 (G 一 E)U (EE 一 fF), 得 
mG— FF) 过 mG— Em(E— F)<e. 
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充分 性 : 取 6 一 二 ,由 条 件 存在 开 集 G, 和 闭 集 ,使 G, 沪 E 
忆 尺 ，, 且 
m(G, — F,) 到 过 
作 和 集合 
C= NG,, F=Ur.. 
刚 S 和 均 可 测 ， COEOF, 但 因为 GCG,, 玉 沪 F,, 所 以 对 任 
CP me PD Loni 
令 n 了 co, 即 得 m(G 一 F) 二 0, G 一 了 是 零 集 . 因为 
G— ECG— FE, 
则 G 一 E 也 是 零 集 , 由 上 一 节 例 1 知 6 一 EE 可 测 ， 放 EG 一 (G 一 
五) 也 是 可 测 的 . 


3.2 波 雷 尔 集 
为 了 介绍 波 雷 尔 集 的 概念 ,这 里 先 引入 一 个 重要 的 集 类 :c 代 


定义 3.1 设 .ex 是 由 集合 X 的 某 些 子 集 所 组 成 的 集 类 ,如 果 

(1) 和 Ecor 
则 称 -ep 为 并 的 一 个 代数 . 又 知 成 立 

(3) 者 E;:E x,， z 一 1 2，3，…， 则 

UE € ~, 

则 称 -x 是 芭 上 的 一 个 co 代数 . 

显然 入 的 子 集 全 体 组 成 的 集 类 是 一 个 oo 代数. 设 exr 是 了 上 
的 一 个 oo 代数 , 若 EE x , 则 客 E= 二 X 一 EE zx, 若 EE ,1 二 1， 
2,3,…， 则 站 Ei 一 (UE)E -er 由 此 可 知 ,一 个 o 代数 关于 
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“可 列 并 ”“ 可 列 交 ” 及 “ 差 ” 运 算 (包括 “ 补 ”运算 ) 是 封闭 的 非 空 集 
类 . 

定理 3.3 设 久 是 一 个 集合 ,多 是 X 的 子 集 族 , 则 存在 一 个 
和 上 的 包含 多 的 最 小 o 代数 , 称 作 由 多 生成 的 cc 代数 ,通常 记 
作 ol 多 ). : : 

证 首先 ,由 于 XX 的 子 集 全 体 是 一 个 o 人 代数, 它 当 然 包含 
多 , 令 -or 为 所 有 包含 多 的 5 代数 的 交集 ,由 定义 3.1 知 -ez 仍然 
是 一 个 5 代数 ,显然 ,-ez 是 唯一 的 包含 多 的 最 小 c 代数 . 

定义 3.2 由 R” 中 开 集 全 体 构 成 的 集 类 所 生成 的 o 代数 称 为 
波 雷 尔 o 代数 ,这 个 o 代数 中 的 元 素 称 为 波 雷 尔 集 . 

显然 尺 中 开 集 . 闭 集 .Cs 型 集 和 Ff, 型 集 均 为 波 雷 尔 集 . 

定理 3.4 R 中 勒 贝 格 可 测 集 全 体 组 成 一 个 c 代数 . 

证 ”由 § 2 定理 2. 3, 定 理 2.4, 可 测 集 类 对 于 “ 差 ”* 运 算 和 “可 列 
并 ”运算 封闭 ,又 R 是 可 测 的 , 故 可 测 集 全 体 是 一 个 c 代数 . 

定理 3.5 RR 中 任何 波 雷 尔 集 必 是 勒 贝 格 可 测 的 . 

证 由 定义 3. 2 可知 波 雷 尔 o 代数 是 包含 所 有 开 集 的 最 小 o 
代数 ,而 勒 贝 格 可 测 集 类 又 是 包含 开 集 的 一 个 o 代数 , 故 波 雷 尔 c 
代数 是 勤 贝 格 可 测 集 类 的 一 个 子 集 , 即 任何 波 雷 尔 集 必 勤 贝 格 可 
测 . 

“3.3 勒 贝 格 不 可 测 集 


通常 我 们 遇 到 的 点 集 都 是 可 测 的 ,因而 目 然 要 问 是 否 仓 在 不 
可 测 集 ? 下 面 将 利用 勤 贝 格 测度 的 平移 不 变性 ,在 策 默 罗 选 择 公 理 
的 基础 上 来 构造 一 个 不 可 测 集 的 例子 . 

先 考 察 集合 的 平移 变换 . 设 为 实数 ,EE 为 R 的 一 个 子 集 , 令 
平移 变换 Ti :x 一 zx 十 有 ,并 记 

TiE = {Tr:r € E). 

显然 , 当 E=(a,B) 时 ,TE= (a 二 h, 8B 二 +h), mTiE=mE， 由 

此 可 知 当 五 为 开 集 CG 时 , 亦 有 mr《(TiG) 二 mG. 据 外 测度 的 定义 容 
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易 证 明 ,对 任意 点 集 玖 ,有 
m* (TE)= m’Ek. 


因此 点 集 5 的 可 测 性 也 是 平移 不 变 的 . 事实 上 ,由 定理 3.2 证 明 
知 , 存 在 Gs 型 集 GOE, 使 mG 一 E)==0， 设 G= 人 Gi， 其 中 (Cr 


都 是 开 集 ,T,G 仍 为 开 集 ,站 7T,G, 是 Gs 型 集 ,由 外 测度 的 平移 不 
变性 知 ,T,(G 一 E) 仍 然 是 零 集 . 由 EG 一 (一 E) 可 得 
TE= TG — Ti(G ~ E) 
=N TG, ~— TG — E), 
故 Ts 是 可 测 的 , 且 mTiE 二 mE 
设 tr 是 [一 1, 1 中 的 有 理 数 ,构造 五 ,使 E,= 
7, EE 满足 下 面 两 条 性 质 : 


(1) U E.2[0,1]) 


(2) EE, 互 不 相交 , 且 U E,[ 一 1,2]， 
则 EE 一 定 不 是 勒 贝 格 可 测 的 . 
因为 如 果 五 可 测 , 则 5,=7, 也 可 测 , 且 mE, 二 mE， 由 性 质 
(1)，(2) 立 即 知 
1 Sm UE,) = DmE,<3, 


由 这 jmE, 声 3 推 出 mE 二 mE, 二 0, 由 这 jmE, 写 1 可 得 到 mE 
n=1 n=1 


0, 节 盾 , 故 太 必定 不 可 测 . 

下 面 我 们 来 构造 满足 (1)，(2) 的 集合 EE. 设 QQ 是 RR 中 有 理 数 
全 体 , 将 [0,1j 中 的 点 分 类 如 下 : 当 z 一 y€EQ 时 , 称 工 等 价 于 y, 记 
作 XY, TY 属于 同一 类 ,zxE€10,1j， 记 E,= {zEL0,1];z~z) ? 
这 样 ,利用 这 个 “一 ?关系 就 把 L0,1] 中 的 点 分 成 等 价 类 ,得 到 一 非 
空 集 类 {Ek,) ,其 中 两 个 不 同 的 等 价 类 E,，E,( 即 五 ., 五 , 中 的 元 素 
彼此 不 等 价 ) 一 定 互 不 相交 , 据 策 墨 罗 选择 公理 ,可 从 每 一 个 等 价 
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类 中 取 一 点 构成 一 集合 巨 , 我 们 证 明 瓦 一 六 满足 条 件 (1)， 
(2). 

(1) 任 取 S$E€E1L0,1], EN 站 E 为 单元 素 集 , 设 为 17), 则 7EE, 7 
—é 是 有 理 数 ， 由 于 §,7E [0,1j, 所 以 é 一 7E€[ 一 1,1|, 故 存在 Hos 
使 和 一 ?= 一 ， 则 6 一 ?十 mm ETr, EE 二 E,. 因为 是 [0,1j 中 任 一 
点 , 故 [0,1]C UE 

(2) 证 明 E, 互 不 相交 , 设 存在 li 关 n, 使 EE 站 E,， 则 十 名 
rr, é=é€,+r,, 其 中 é&,， é§, EE, €.~€,. 由 于 一 关 7m,， 则 4 天 和 再 
由 五 的 作法 ,五 中 两 个 不 同 元 素 必 不 等 价 , 这 就 产生 了 矛盾, 故 已 
互 不 相交 . 此 外 ,由 ECE0,1j, 7r.€EL 一 1,1j 立 即 知 E,C[ 一 1,2j， 


所 以 UE,C[ 一 1， 2 |. 
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第 九 章 可 测 函 数 


本 章 引进 一 个 新 的 函数 类 一 一 可 测 函 数 类 , 它 与 可 测 集 有 密 
切 的 关系 ,也 是 实 分 析 中 的 主要 内 容 勒 贝 格 积分 的 基本 对 象 . 


31 可 测 画 数 及 其 基本 性 质 


1.1 可 测 函 数 的 定义 


设 E 是 R 的 一 个 可 测 子 集 ,f(z) 是 定义 在 EE 上 的 实 聘 数 ( 其 

值 可 以 为 无 穷 大 ). 对 任 一 实数 a, 记 号 
E(f >a)= {zr: TE E, f(x) € (a, 十 co]) 
= fr!((a, 十 co ])， 
类 似 地 ,可 以 了 解 
El(f 0), EC(f < oa), E(f aoa), Ela fpB) 

等 记号 的 意义 . 

今后 几 提 到 函数 均 是 指 R 中 某 点 集 上 上 的 实 值 沙 数 , 旦 其 值 
可 以 取 十 ce 或 一 cc， 

定义 1.1 设 z) 是 定义 在 可 测 集 巨 上 的 函数 ,如 果 对 每 一 
个 实数 a, 五 C 广 >o 都 ( 勤 贝 格 ) 可 测 , 则 称 了 是 五 上 的 ( 勒 贝 格 ) 可 
测 函 数 ;如 果 对 每 一 个 实数 we 五 ( 广 >a) 是 Borel 可 测 集 , 则 称 了 为 
波 震 尔 可 测 函 数 . 

注 1 读者 容易 证 明 : 

(1) 设 f(x) 是 可 测 集 EE 上 的 可 测 函 数 ,ECE 可 测 , 则 f(x) 

165 


也 是 E, 上 的 可 测 函 数 ， 
(2) 设 E=UE, 每 个 可 测 ,f (zx) 在 每 个 上 可 测 , 则 


f(z) 在 上 也 可 测 ， 
注 2 设 jz) 是 定义 在 可 测 集 互 上 的 函数 ,利用 下 列 等 式 : 


E(f 20) =NE|f>«— 工 


9 
n 


E(f <a)=E—E(f 之 a),， 
Ef < =nEzlA<e+ 元 |， 
E(f >a)=E— El(f<a). 
立即 知 下 列 条 件 等 价 : 
《1) f(x) 在 上 可 测 ， 
(2) 对 任何 实数 a，E(f 宇 4) 可 测 ， 
(3) 对 任何 实数 a,，E(f 二 a) 可 测 ， 
(4) 对 任何 实数 a, EC(f 志 a) 可 测 . 
例 1 设 集 合 4 可 测 , 则 特征 函数 
， 车 A, 
xz 一 人， 有 
0， 在 Ed4， 
必 可 测 . 
这 是 因为 当 a 宇 1 时 ,EC(f 之 a) 一 B, 0 夺 a 过 1 时 ,E(f >a) = 
A, a 二 0 时 :五 (三 >a) 一 民 均 可 测 . 
例 2 设 f(x) 的 定义 域 记 可 以 分 为 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 
集 EE, Es En, EF=UE, rE EB: 时 ,， f(z) 一 Ci( 常 数 ) (i 二 1， 
2,… ,m)， 则 称 了 为 互 上 的 简单 郴 数 , 可 记 
f(x) = Cixs C7). 
由 定义 1. 1 易 知 简单 旺 数 必 可 测 ,车 实 上 ,不 妨 设 CC 
一 C,，. 
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2， a 之 C,， 
EF,， Ci Sa Cns 


季 本 六 是 过 卫生 


均 可 测 , 故 f 可 测 . 

例 3 ”区间 La,5jJ 上 的 单调 函数 是 可 测 函 数 . 

这 是 因为 五 王 [La,2]， 对 每 一 个 实数 a, 歼 (j 盖 oa) 一 定 是 La ,2 
的 某 一 个 子 区 间或 空 集 ,从 而 必 是 可 测 集 ， 

例 4 R 上 的 连续 函数 f(z) 必 可 测 . 

我 们 知道 f(x) 是 R 上 连续 函数 的 充 要 条 件 是 :对 任 一 开 集 
G， 了 1:(G) 为 开 集 ,所 以 对 任 一 实数 w， 

EC(f>o=UEa<f<ath = Uf at hk)) 
可 测 , 故 f 可 测 . 

下 面 讨 论 可 测 集 五 上 连续 函数 的 可 测 性 . 

定义 1.2 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 上 的 函数 ，zoEkA， 如 
果 yo 二 f(zo) 有 限 , 且 对 yo 的 任 一 邻 域 VC(y,)，, 存在 zo 的 某 个 邻 域 
U (zo)， 使 得 TEENUCro) 时 ,f(z)EV《yo)， 则 称 A(z) 在 点 zo 
连续 ,如 果 Fz) 在 瑟 中 每 一 点 连续 , 则 称 f(x) 在 上 连续 . 

显然 ,f(z) 在 5 的 孤立 点 都 是 连续 的 . 

例 5 可 测 集 互 上 的 连续 函数 是 可 测 函 数 . 

证 ” 任 取 实数 a, 设 xz,.EE(f>a), 则 XoEE, 有 f(x0)€ l(a， 
十 0),， 由 f 的 连续 性 ,存在 x 的 领域 U(xo) ,使 得 xXEEfIU (zo) 
时 ,fCz)E Ca, 十 oo), 即 

ENMNU(z) CE(F > o)， 
令 
G=U {U(r): rE EC(f > 0)), 
了 67 


G 是 开 集 , 必 可 测 . 由 G 的 作法 知 
EC(f>WCGNECU {UA) NE rEEC >)) 
CE(f>a) 
所 以 
E(f>o)=GNE, 
必 可 测 , 从 而 f 是 可 测 函 数 . 


1.2 可 测 函 数 的 基本 性 质 


在 介绍 可 测 函 数 的 基本 性 质 之 前 , 先 介 绍 一 个 在 测度 和 积分 
理论 中 的 重要 概念 :几乎 处 处 ?概念 . 
由 于 零 集 的 任何 子 集 仍 是 零 集 , 故 可 测 , 从 而 定义 在 零 测 度 集 
上 的 孙 数 必 是 可 测 的 ,这 样 ,按照 定义 1. 1 之 后 的 附注 1, 如 果 改 
变 零 测度 集 上 函数 f(z) 的 值 ,不 影响 f(x) 的 可 测 性 . 以 后 还 将 看 
到 ,这样 的 改变 不 影响 函数 的 可 积 性 和 积分 结果 . 
定义 1.3 (几乎 处 处 概念 ) 如果 命题 (或 性 质 )9 ,在 集合 无 
上 除了 某 个 零 测 度 子 集 外 处 处 成 立 , 则 称 命题 $ 在 五 上 几乎 处 处 
成 立 , 记 为 S,a.e. 
例如 两 个 函数 f 与 g 在 E 上 几乎 处 处 相等 , 简 记 为 f=g， 
a.e. 或 j 一 g. 
又 如 (万 /几乎 处 处 收 伍 于 f” 就 是 指 除去 一 个 零 测度 集 五。 
外 , 矿 (z) 收 伊 于 f(z), 记 为 lim 了 ,一 f，a.e. 或 f, 一 >/ 
定理 1.1 (1) 设 {( 广 (Cz))} 是 可 测 集 五 上 的 可 测 函 数 序列 (或 
有 限 个 )， 则 supf(xz)， inff《z) 以 及 limf,(zx)， limf,(z) 均 可 测 ， 
(2) 设 f(x) 是 可 测 集 五 上 的 可 测 孙 数 , 令 
/ f(z)， 阁 f(x) 之 0 
f+ 一 1 车 f(x) 二 0， 
六 CD 二 (人 奉 了 (7) <0 
0， 若 f(x) 这 0，， 
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证 《1) 任 取 实数 a, 先 证 明 等 式 
ECsupf, > 0) =UE(f, > a) (1.1) 
成 立 . 事实 上 , 若 z.E€ Esupf>a), 则 sup {f(zo)}>>a, 于 是 存在 
no， 使 f(T0) 之 a, 即 XoEE(f, >Q), 故 
El(supf, > a) CUE(, > a). 
相反 包含 关系 显然 成 立 , 故 (1.1) 成 立 . 
因为 每 个 五 ( 廊 >a) 可 测 , 所 以 E(supf 之 0) 可 测 Bsup/, 是 
可 测 函 数 ， 
同 理 可 证 
ECnff, <a) =UEC(, < oa), 
故 inff 也 可 测 . 


根据 上 、 下 极限 的 定义 ， 

limf, (x) 一 inf (supf, (Z))， limf, (x) = sup (inff.(z)) ， 
立即 知 Hmf,《zx) 和 limf,(x) 均 可 测 . 

(2) 因为 f(x) 二 sup (f(x),0), f_ (rz)=sup(— f(z),0}, 
f(z)|==sup{f 《zx), 一 f(x)}), 而 flz) 可 测 可 推 知 一 f(z) 可 测 ， 
故 由 (1) 立 即 得 fCz)，f_《z) 和 |f(zx)| 的 可 测 性 . 

定理 1.2 设 {f,(zx)) 是 可 测 集 Ek 上 的 可 测 函 数 序列 ,f(z) 
一 f(z), a.e.， 则 f(z) 在 EE 上 也 可 测 . 

证 令 g(z)=limf,(z), 则 gCz)= 二 f(x), a.e.， 由 定理 1.1 
知 gCz) 可 测 , 故 f(z) 也 可 测 . 

定理 1.3 设 f(x) 是 可 测 集 瑟 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 存在 一 
列 非 负 递 坛 的 简单 函数 列 g(x): 

OQ AT) ERT) ERT) Ee, 
使 img(z) 一 7(Cz) 在 已 上 处 处 成 立 . 
证 ”对 每 一 个 自然 数 , 将 [0,nj 分 成 n.2" 等 分 , 令 
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= 


R 一 工 
， : = 2 2L , 
2 (7X) -一 | 2 2” 1 . 4 2 
n, vy pew 之 7， 
则 g(x) 是 上 的 非 负 简单 函数 序列 , 且 不 难 证 明 VB kz) 委 8 GZ) 


(nn 一 1,2,3,…)， 下面 ， me 令 


4 一 |zE “元 1 pr) k=1,2,,n°* 2"， 


2 2") 
B,={r EE,f(zx) 之 71}, 
则 


n*2” 
zz) — >) ,7) + ns Cz), 


如 果 flzo) 过 20, 则 存在 目 然 数 mm 使 (zo) 过 no， nn 之 no 时 ， 
B, IDB, GB, CYB,, 改 nm 时 ,zaE GB, = UU An 则 2 之 z 
时 ,有 

0 < fro) ™ G(To) ~ 元 ， 
所 以 
Lim 9 (zi) = fz). 

如 果 AKCzo) 王 十 co, 则 对 任 一 上 自然数 2 有 号 (Czo) 王 2， 所 以 
limg (x)= 二 0. 

注 3 对 一 般 的 可 测 函 数 f(zx)， 类 似 于 定理 1. 3 的 方法 可 证 
明 ; 存 在 简单 函数 列 (@.(zx)}, 满足 | g(x) [|@4i(z)| t=1, 
2,…)， 自 limg (x)= f(z). 于 是 我 们 得 到 结论 :f(z) 可 测 的 充 要 
条 件 是 存在 简单 吗 数 列 {9,C(x)}， 使 im@(z) = f(x). 

利用 上 面 这 一 结论 ,我 们 可 以 方便 地 证 明 可 测 函 数 的 代数 运 


算 性 质 . 
定理 1.4 设 f(z), g(z) 是 定义 在 可 测 集 E 上 的 两 个 可 测 函 


数 , 则 f(z) 土 g(z)， f(z)"g(z) 和 丰台 也 是 可 测 函 数 (这 里 要 候 
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定 运算 在 五 上 a.e. 有 意义 )， 
证 设 f(zx), g(x) 是 上 的 可 测 函 数 ,按照 定理 1. 3 的 附注 ， 
存在 两 个 简单 函数 列 {f.(z)}，{g.《7z)), 使 
limf,(z) = f(x),， limg, (x) = g(7), 
则 几乎 处 处 有 
limf,+tg»=f+tg, limf,*g = f° 8 


"3 这 时 ,可 设 g,Cz) 天 0, 事 实 上 ,只 要 把 g,(z) 换 成 


a (zx) + 二 (sgng, (z) 十 过 7)， 而 记号 不 变 , 则 g, (xz) 了 关 0，g,(X) 为 


简单 函数 ,g, (zx) 一 g(x)， 二 是 有 


1 jzZ) _ f(z) 
no BaT) gr) 


i 这 里 
fi (Zz) = Sep (ZX) , /2 (xX) = Socpx, (2) (TX), 


7 一 1 


则 

fi(z) 十 falz) 一 之 (CPP 十 CP Mwn® Cz), 
其 中 求 和 是 对 一 切 k=1,2,*,p, 7 二 1,2,""*,g 而 取 的 ， 由 此 可 知 
广 (z) 十 廊 (z) 是 一 个 简单 郴 数 . 


$ 2 可 测 函 数列 的 收 合 性 
在 $1 中 已 经 提 到 了 函数 序列 的 几乎 处 处 收敛 概念 ,在 本 节 
中 ,我 们 将 利用 测度 的 概念 ,进一步 讨论 勒 贝 格 可 测 函 数列 的 各 种 


收敛 性 及 其 相互 关系 . 以 下 方 (CzZ)， 7 万 (Cz)， ”9 fr CX), … 为 可 测 
集 EE 上 的 可 测 聘 数列 ,每 一 个 函数 f,(z) 在 上 几乎 处 处 有 限 . 
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2. 1 近 一 致 收 合 和 时 果 洛 夫 定 理 


在 数学 分 析 中 ,函数 序列 的 一 致 收敛 性 是 非常 重要 的 概念 , 它 
能 保证 极限 运算 的 可 交换 性 ,一 般 说 来 ,一 个 收敛 的 函数 列 在 其 定 
义 域 上 不 一 定 一 致 收敛 . 

例如 考察 [0,1] 上 的 函数 列 {f,《z)}, 其 中 f(x) 二 xX”, 2 一 1， 
2,3,…， 这 个 函数 列 在 [0,1] 上 处 处 收 敛 , 但 非 一 致 收敛 . 然而 , 若 
挖 去 包含 右 端点 1 的 一 个 小 领域 , 即 取 6,0 二 6 二 1, 把 f 限制 在 
[0,1 一 6] 上 , 则 一致 收敛 于 0. 

实际 上 ,处 处 收敛 的 函数 序列 在 一 个 较 小 范围 中 一 致 收敛 的 
现象 ,在 某 种 意义 下 有 普遍 性 ,以 测度 为 工具 ,可 以 把 这 个 性 质 刻 
划 出 来 ,这 就 是 下 面 的 叶 果 洛 夫 定 理 . 

定义 2.1 设 f,(7z), n= 二 1],2,3,"… 和 和 f(z) 均 是 可 测 集 上 上 的 
几乎 处 处 有 限 可 测 函 数 , 若 对 任意 的 6>0, 存 在 可 测 集 CE, 使 
m(E 一 Fs) 过 0, 而 f.《X) 在 Es 上 一 至 收敛 于 f(z)， 则 称 {f,(zx)}) 
在 五 上 近 一 致 收敛 于 f(x). 

定理 2.1 〈 叶 果 洛 夫 ) 设 无 为 可 测 集 "MmE<o0, f(r), 17 一 
1,2,3,… 和 fCz) 均 是 上 的 几乎 处 处 有 限 可 测 妙 数 , 且 {f(zx)} 
在 上 几乎 处 处 收 全 于 fCz), 则 (f(z) 在 EE 上 近 一 致 收 钙 于 
f(r). 

证 首先 由 于 E* 一 EC|f| 一 oo0)U(UE(|f|=o%)) 为 零 测 
度 集 , 所 以 在 证 明 中 不 妨 设 f(z) 与 f(z) (n= 二 1,2,3,…) 在 EE 上 
有 限 . 我 们 证 明 : 对 任 给 的 s 六 0，9>0, 存 在 可 测 集 4CE 以 及 
自然 数 no0， 使 mr(E 一 A) 二 6 以 及 对 一 切 XE Ah, 当 nn 之 no 时 有 
[f(z) 一 f(z)| 过 ae( 这 里 4 与 6 和 8 有关 ). 令 

B= {zr€E: limf,(z) = f(z)), 
由 假设 知 mE 一 8B) 一 0, 再 令 
E, = {x € E: 对 一 雪 n 宇 m, |f,(7X) — f(z)| < 到 e) 
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(一 1,2,3,…)， 则 有 
Ei CE, CC 下; 全 ”9 


量 
BCUE,, 
因为 mE 二 oo， m(E— U En)—0, 所 以 mE==limmE。， 则 
limm(E — E,) = 0， (2. 1) 
于 是 可 选取 自然 数 mo, 使 得 mCE 一 E,,)<6. 令 4 一 已 , 则 加 (E 一 
4) 过 6, 对 一 切 z€E 4,n 之 no 时 ,有 
If lz) — f(r)| < 到 te. 
由 上 面 所 证 ,对 任意 的 6 汪 >0 和 自然 数 m, 存 在 可 测 子 集 4.C . 
EE 以 及 自然 数 za， 使 
m(E — A,) 一 世 ， (2. 2) 


[fx) — fz)| < 到 二 (2. 3) 


必 


$ = 门 4。 则 EE 一 Es 一 U(E 一 4w), 所 以 
m(Ek— E;) < YE — A,) = 6. (2. 4) 
对 每 一 个 mm, 当 1 -之 1 时 9 
sup [fix) — f(z)| < sup [fz) — f(z)} 委 
所 以 在 上 {f.《x)) 一 致 收 全 于 f(x). 
这 个 定理 告诉 我 们 , 当 mrE 过 m2 时 ,几乎 处 处 收敛 的 可 测 孙 数 
列 即 使 不 一 致 收敛 ,也 是 “基本 上 ”( 即 去 掉 一 个 测度 任意 小 的 点 集 
外 ) 一 致 收敛 的 ,因此 在 许多 场合 中 它 提供 了 处 理 极限 交换 的 有 力 


工具 . 
定理 2. 1 中 mE 二 oo 的 条 件 是 不 能 去 掉 的 . 


，(2. 5) 


1 
2 
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例 1 设 E= (0, 十 2)， 聘 数列 {f(z)}) 定 义 如 下 : 
f,.(X) = 1， z € 07， 7 一 1, 2,3，…， 
0， rE€E (2， 十 co)， 

显然 {f(z)}) 在 EE 上 处 处 收敛 于 1, 但 是 对 任何 正 数 6 以 及 可 
测 集 CE, 当 m(E 一 Es) 过 6 时 ,{f,) 在 Es 上 不 能 一 致 收敛 于 1. 
事实 上 , 当 m(E 一 Es) 过 6 时 ,对 每 一 个 自然 数 n, ;不 可 能 全 部 
落 在 区 间 (0,n] 中 ,因此 , 必 有 一 点 z,.EEs 门 (x, 十 oo0)，, 于 是 f(z,) 
二 0, 这 样 ,{ 记 ) 在 上 就 不 能 一 致 收 钙 于 1. 

读者 还 可 以 证 明 本 定理 的 逆 也 成 立 . 即 设 {f,(z)) 与 f(z) 均 
是 可 测 集 巨 上 的 a.e. 有 限 可 测 函 数 , 如 果 {f} 在 EE 上 近 一 致 上 敛 
于 f, 则 必 有 { 记 ) 在 玉 上 几乎 处 处 收敛 于 f(z). 


2.2 测度 收敛 和 黎 斯 定理 


本 段 引进 一 种 比 几 乎 处 处 收敛 弱 的 收敛 概念 一 一 测度 收敛 ， 
并 讨论 它 与 近 一 致 收敛 ,几乎 处 处 收敛 之 间 的 关系 . 
定义 2.2 (测度 收敛 ) 设 {f《z))} (==1,2,3,…) 和 f(z) 
在 可 测 集 EE 上 几乎 处 处 有 限 可 测 ,如果 对 每 一 个 e 汪 0, 有 
limmE(|, 一 ff| 宇 6 =0，, 


则 称 {f,} 在 上 测度 收敛 于 f, 简 记 为 f, 一 > 

测度 收敛 的 意义 是 :如 果 事 先 给 定 一 个 (误差 )e 之 0, 不 论 e 有 
多 么 小 ,使 得 |f,(z) 一 f(x) | 之 e 的 点 zz 虽 然 可 能 很 多 ,但 这 些 扩 
z 的 全 体 组 成 之 集 的 测度 当 ”一 co 时 趋 于 零 . 在 概率 论 中 ,把 概率 
看 作 测 度 ,改称 为 依 概率 收敛 . 

定理 2.2 设 FFCz)G 王 1,2,3,，……) 和 JJ(z) 是 可 测 集 五 上 的 
几乎 处 处 有 限 可 测 函 数 . 

(1) 如 果 { 户 } 在 互 上 近 一 致 收 伍 于 jz)， 则 {( 广 } 在 互 上 测 
度 收敛 于 . 

(2) 设 mE 二 2o，{f) 在 上 几乎 处 处 收 钙 于 jz)， 则 人 
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在 五 上 测度 收敛 于 了. 
证 ” 据 叶 果 洛 夫 定 理 , 当 mE 二 so 时 ,由 f, 一 >f 可 推出 {f,) 
近 一 致 收 纹 于 f, 故 只 要 证 明 结论 (1), 现 设 (f)} 近 一 致 收敛 于 f， 
则 对 任 给 的 e 汪 0, 6 汪 0, 存 在 可 测 子 集 E;CE 与 自然 数 N ,使 zz 
(EE 一 Es) 二 ,而 在 E33 上 有 
[f(z) — fz)| < etn > N). 
从 而 mE(| 一 fi 宇 ) 过 mm (EE 一 EB) 过 6 (>>N) ,这 就 证 明了 


INnes 


f.——f. 
我 们 指出 ;f, 一 >f 不 一 定 有 /一 >f 以 及 当 mE=o2 时 ， 


一 和 >f 也 不 一 定 有 f, 一 >/. 
例 2 设 瑟 和 {f(z)}) 同 例 1,E 一 (0, 十 oo)， 
1l, xzE (0,n], 
f(z) = | z € (ns 4 00)) n= 1,2,3,.. 
{ 六)} 处 处 收敛 于 1 ,但 是 当 0<s<1 时 ， 
EC(|f,—1| 守 2) = (1, + co)， 
mE(|f, 一 1 | 之 e)= 十 oo， 故 { 户 } 不 测度 收敛 于 1. 
1 一 1 1 


例 3 设 E=[0,1]， EP?=| 二 |， j 二 1;2,… 4， 令 


nn 
f° ( 工 ) 一 NE (XT), 
因为 E(|f? 一 0| 之 0)=| 三 二 |， 则 函数 列 { AD ，A9 ，j2， 
7D，j2，Ho,…} 必 测度 收敛 于 零 , 但 它 处 处 不 收敛 . 这 是 因 
为 对 任何 点 x,€ [0,1], 无 论 %n 多 么 大 ; 必 有 相应 的 i, 使 


mEl 人 |， 则 凡 * (zo)= 二 1， 也 有 相应 的 霹 , 使 zo EE 
,于 |], fe? Czo 一 0. 故 序列 (AP (zo))} 中 有 两 个 子 序列 ,一 
个 恒 为 1, 一 个 恒 为 零 ,所 以 不 收敛 


了 7D 


Ines 


定理 2.3 (F. Riesz) 设 E 可 测 集 ,在 EE 上 ff, 一 ff， 则 必 
存在 于 序列 f, 一 >f(h>o0). 


Ines 


limmE(lf,—f| 之 6) = 0, 
故 对 每 一 个 自然 数 &, 存 在 ni, 使 
| ] ] 
mE| | 太一 四 兰 去 | 去 冯 ， 
此 处 可 不 妨 设 Nn 


E=E|lf,— fl x), R, =UE,, 


& 一 1，2，3，…， 


2m 有 
m(limE,) = limmR, = 0. 
k no0 


下 面 证 明 在 一 HmmE, 上 , {f(z)) 收 化 于 f(z). 据 上 限 集 的 定 


则 {R,) 为 浙 缩 集 列 , 且 mR, 过 >) 方 一 大 i [mE 一 间 R,, 所 以 


义 ,zEE 一 [mE 等 价 于 xEE, 且 x 七 站 R,, 即 存在 no, 使 =EER。 
一 Ei,, 也 就 是 说 >no 时 ,zx 蕊 Ei, 故 有 宇 no 时 ,有 


及 (7) 一 f(z)|< 去 . 


所 以 zE EmE 时 ,limf,, (x)=/f(z). 
定理 2.4 设 { 广 }，({g,} 是 可 测 集 已 上 的 两 列 可 测 函 数 ， 


INnes 


太一 jg 一 ~g， 则 
(1) 对 任意 的 实数 ,8, 有 af, 十 Bg, >af 十 Bg， 
(2) 当 mE<ooNH,f,e, ——> fg. 
证 (1) 不 妨 设 c 尖 0,8 天 0, 对 任 给 的 se 之 0, 利 用 | Hgl 云 


laf, Cx) + Bg (zx) — (af (zx) 十 pg(Cz)| 之 
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时 , 必 有 
laf,(z) — af(z)| > 5 或 |Bg,(z) — Bg(z)| > 了 


因此 
~ Ellaf, + Bg, — Caf + pg)| 之 


1 下 (|a 广 十 pp， 一 


CE| 1f,—f|> 


由 于 ff, 一 >f, g， me 所 以 
limmE( |af, 十 pe 一 (ar 十 Bg)| 守 8) = 0, 


即 af,+ Peg, 一 au 十 bg. 
(2) 设 mE 二 00 ,fg 不 测度 收 合 于 fg， 则 存在 e 汪 0, 6 守 >0 和 
一 列 自然 数 {n;) ,使 得 


mE(|f, g», — fg| 宇 > 6, (2. 6) 
但 是 利用 定理 2. 3, 由 f, 一 >f 可 知 ,存在 {f, } 的 子 序列 {f,,) ,使 
太一 > 了 


再 由 &， 一 >， 可 取 {zg 小 的 子 序列 {8。 小 使 


则 
fg fg,) 
利用 定理 2. 2(2) 立 即 知 fg >fg，, 这 与 (2. 6) 矛 盾 ,所 以 
fg 一 > fg. 
注意 当 zz 已 一 co 时 ,不 一 定 有 fg, 一 >fg. 例如 取 EE=[1， 


十 ooj, 令 
17?7 


jzZ) 一 2 zzE [n,n ]]， 1 一 12 3， 
gn (IX) 一 盖 ， XE | 1， 十 co | ， 


又 取 .二 f, nn 一 1,2,3,…，, 显然 f, 一 >f, g 一 >0, 但 是 , 当 xE 
[n,n 十 1 ] 时 
f(T)g XT) = 1,) 
所 以 {f,g,) 并 不 测度 收 化 于 0. 


3 可 测 函 数 的 结构 (和 鲁 金 定理 ) 


本 节 我 们 研究 可 测 函 数 和 连续 函数 之 间 的 关系 . 在 3 1 中 我 们 
已 经 看 到 任何 可 测 集 上 的 连续 函数 必 是 可 测 函 数 , 反 过 来 ,可 
测 函 数 当然 未 必 连 续 , 尽 管 如 此 ,我 们 将 证 明 : 任 何 一 个 可 测 函 数 
可 用 连续 函数 来 交 近 (几乎 处 处 收 钱 ). 

回顾 一 下 定义 1. 2, 我 们 已 经 有 了 f(x) 在 一 个 集 K 上 连续 的 
概念 .有 时 一 个 函数 f(z) 在 上 不 一 定 连续 ,但 作为 EE 的 子 集 EE。 
上 的 函数 是 连续 的 ,我 们 就 说 f(z) 限 制 在 ,上 是 连续 的 . 例如 , 瑟 
一 [0,1] ,定义 在 L0,1] 上 的 狄 里 希 菜 函 数 
0， ” 工 为 L0,1j 中 无 理 数 ， 
1， 2 为 [0,1j」 中 有 理 数 . 
则 D(z) 在 [0,1] 上 不 连续 ,但 D(x) 限制 在 无 理 数 集 E。 上 是 连续 
的 . 


D(x) = 


定理 3.1 (和 鲁 金 ,H.H. JIysng) 设 f(z) 是 可 测 集 EE 上 几乎 
处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 的 5>0, 存 在 闭 子 集 CE, 使 得 
M (五 一 Fi)< ,而 f(x) 限制 在 上 是 连续 的 . 

证 不 妨 设 f(z) 在 上 处 处 有 限 ,我 们 分 三 步 进行 证 明 . 

1” mE<oo,f(z) 为 简单 函数 的 情形 .二 Ue，， en 为 互 不 相 
交 的 可 测 集 ， 
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f(x) = DCX (7). 
k=1 £ 
因为 ei 可 测 , 由 第 八 章 定理 3.2, 对 6>0, 存 在 财 集 fCei, 使 
m (es Fi) < 全 k= 1,2,°…,n, 


令 一 UF， FsCE 为 闭 集 ,E 一 Fs 一 U (es 一 Fi), 所 以 


m(E— Fi) < Smler — Fi) < 5. 
k=1 


由 于 ei 互 不 相交 ,所 以 Fi 也 互 不 相交 ,在 每 个 F 上 f(z) 取 常 值 ， 
故 f(x) 在 ;上 连续 . 

2” mE 二 20, 了 (x) 为 一 般 可 测 函 数 的 情形 . 

由 本章 定理 1. 3 附注 ,存在 简单 函数 列 {g(z)}) ,使 {(g, (xz)} 处 
和 交代 于/ 对 每 一 个 q(x)， 由 第 一 步 知 存在 闭 集 f,CE, 使 


m(E 一 F,) < 和 i, 而 %(z) 限 制 在 F, 上 是 连续 的 , 令 ,二 间 ,， 


则 是 闭 集 ， 每 个 G(X) 限 制 在 fo 上 是 连续 的 ,是 

m(E—F)=m UE— F,) < Symp — F) < 5. 

又 因为 mF 二 20,， 9(7T) 一 >f(z)， 按照 叶 果 洛 夫 定 理 ， 存在 闭 集 
FCCF,, 使 m(Fo—F)<S, 而 在 Fs 上 {8(7z)) 一 致 收 合 于 f(x), 
则 f(z) 在 f; 上 连续 , 且 由 于 

E— FC (EF)U (FF), 
则 mE 一 Fs)<6. 

3。 mE 二 co 时 , 令 忆 ,二 (x 一 1 ,nj 门 E, n= 二 0, 土 1, 十 2,…, 则 
E= UE,, 在 每 一 个 五， 上 我 们 可 利用 第 二 步 所 证 结论 ,从 而 可 证 
明 当 mE 二 co 时 本 定理 结论 也 成 立 . 

鲁 金 定理 还 有 男 一 种 形式 ,为 此 先 给 出 一 个 引 理 ,其 证 明 可 参 
阅 文献 L7j. 


引 理 ” 设 f 是 直线 RR 上 的 闭 集 ,函数 f(z) 在 让 上 连续 , 则 必 
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有 RR 上 的 连续 函数 g(x), 使 YEF 时 ,f(z)==g(x), 且 当 |f(x)| 
人 MM 时 ,有 |gCz)|M. 
定理 3.2 重金) 设 f(z) 是 可 测 集 E 上 的 几乎 处 处 有 限 
可 测 函 数 , 则 对 任何 6 汪 0, 存 在 RR 上 的 连续 函数 g(x) ,使 得 
mE(f x 8) < 人， 
且 当 |f(zx)| 夺 MM 时 ,有 |g(x)| 志 MM. 
证 ”由 定理 3.1, 对 每 个 86>0, 存在 闭 子 集 foCE, 使 了 在 Ff。 
上 连续 ,月 m(E 一 Ff，) 二 6, 再 利用 引 理 ,把 上 的 连续 阻 数 f(x) 
延 拓 为 R 上 的 连续 孔 数 g(xz), 则 
E(f 8g) CE— FF,;, 
从 而 
mE(f A g) < 6, 
|f(z)| 志 MM 时 ,|g(《z)| 志 MM 也 可 由 引 理 得 到 . 
推论 3.3 设 f(z) 在 可 测 集 EE 上 几乎 处 处 有 限 , 则 f(z) 可 测 
的 充 要 条 件 是 :存在 R 上 的 连续 函数 序列 {f,(zx)}), 使 {f,) 在 EAE 上 
几乎 处 处 收敛 于 f, 且 如 果 f(z) 有 界 , 则 (f(z)} 必 一 致 有 界 . 
证 ”充分 性 显然 成 立 . 
必要 性 : 设 f(z) 可 测 , 据 鲁 金 定理 3.2, 对 于 任 一 固定 的 自然 
数 &, 存 在 尺 上 的 连续 函数 gi (7x), 使 得 


此 时 ,显然 有 


Ines 


8 一 一 ~ 上 
由 本 章 定理 2. 3(Riesz 定理 ) , 必 存 在 子 序 列 {gx (zx)) ,使 
ge CX) 一 一 f, a.e. 
令 f(x)=gi (7X), 则 {f,} 就 是 推论 中 所 要 求 的 . 
实际 上 ,我 们 还 可 以 按 下 述 办 法 构造 满足 推论 要 求 的 连续 函 
数 . 对 每 一 个 自然 数 , 必 存在 R 上 的 连续 函数 g,(zx), 使 
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1 
2” 


二 ,f/f,(X) 二 g,(z) 收 钱 于 f(x). 


mE(f # g,) < 
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第 十 章 勒 贝 格 积 分 


本 章 将 建立 勒 贝 格 积 分 理论 . 我 们 从 定义 可 测 集 世上 简单 
纹 数 的 勤 贝 格 积分 人 手 ,给 出 了 一 般 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 ,并 讨 
论 了 勒 贝 格 积分 的 性 质 , 证 明了 十 分 重要 的 积分 极限 定理 .交换 积 
分 顺序 定理 以 及 微分 和 积分 的 关系 ,简单 介绍 了 一 般 测 度 空间 上 
的 测度 与 积分 . 


1 勒 贝 格 积分 的 定义 和 性 质 


1.1 勒 贝 格 积 分 的 定义 


为 了 说 明 建 立 勒 贝 格 积 分 的 思想 方法 ,我 们 从 分 析 黎 曼 积 分 
人 手 , 回 想起 数学 分 析 中 黎 曼 积分 的 定义 : 


(| fondz = lim DE) a 一 ma 
在 他- 下 站 一] 


其 中 二 [zy |， 0= max (Zi 一刀-1)， 
令 e;= [x;_1, xz], wi; 为 f(z) 在 e: 上 的 振幅 , 则 了 f(z)(R) 可 积 


的 充 要 条 件 是 mm 之 ww Cr 一 x-1) 一 lim 和 wmer 一 0， 即 要 求 
f(z) 在 e: 上 的 振幅 w 都 很 小 才 行 , 基 本 适用 于 连续 函数 . 当 函 数 
值 变化 急剧 ,使 w 不 变 小 的 区 间 很 多 时 ,就 会 有 黎 曼 不 可 积 的 情 
形 出 现 ,例如 狄 里 希 菜 (dirichlet) 函数 
Po = 人 xz 为 [0,1] 上 的 有 理 数 ， 
0， 工 为 [9,1] 上 的 无 理 数 ， 
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在 任何 小 区 间 [zz 上 oo 一 1, 从 而 Zz 一 2 1) — 1 ,所 以 


D(z) 不 是 黎 曼 可 积 的 . 今后 我 们 可 以 证 明 f(x) (CR) 可 积 的 充 要 
条 件 是 f(x) 几乎 处 处 连续 ,因此 (CR) 积 分 适用 范围 小 ,大 量 实 际 问 
题 中 磁 到 的 函数 不 满足 这 个 条 件 , 此 外 ,(R) 积 分 序列 求 极 限 运算 
以 及 交换 积分 次 序 运 算 都 要 加 上 很 强 的 条 件 ,不 能 满足 实际 应 用 
的 需要 . 为 了 克服 歼 曼 积分 的 不 足 , 勒 贝 格 提出 ,考虑 如 下 的 积分 

和 : 设 A<=f(z) 二 B,f(x) 在 La,b51] 上 可 测 , 将 LA,Bj] 区 间 分 细 , 分 
法 不 为 4 二 yo 三 yj 过 二 yy 二 B, 今 e: 一 {TELa,bj]:y i1 寺 f(z) 二 


} 则 La ,6]=— Ue C: 互 不 相交 , 任 取 é:E [ yi， yi) , 作 和 式 


S 一 Deme, ， 

让 6(mD) 一 max(y 一 2 1)—>0， 如 果 上 式 右 边 极限 存在 有 限 ， 就 称 
这 个 极限 为 Cz) 在 [a,6] 上 的 勒 贝 格 积分 . 按照 这 个 定义 可 以 证 
明 [a,65j] 上 的 有 界 可 测 函 数 是 勒 贝 格 可 积 的 (参阅 文献 L7])， 

这 一 积分 思想 是 法 国 数学 家 勒 贝 格 1902 年 提出 来 的 ,显然 ， 
在 这 一 积分 和 中 ,6 一 0 时 ,在 e 上 的 振幅 w 总 是 一 致 地 趋 于 零 
的 , 它 克 服 了 黎 曼 积分 和 的 缺点 . 随 着 时 代 的 发 展 , 勤 贝 格 积分 的 
各 种 等 价 定义 出 现 了 ,因此 ,目前 勒 贝 格 积分 处 理 方 法 很 多 ,在 我 
们 这 里 ,准备 采用 先 定义 非 负 简单 函数 的 勒 贝 格 积分 和 非 负 可 测 
函数 的 勒 贝 格 积分 ,然后 再 给 出 一 般 可 测 函 数 的 积分 ,这 种 方法 对 
2 维 欧 氏 空间 R" 同样 有 效 , 并 且 也 适用 于 建立 一 般 测度 空间 的 积 
分 . 

定义 1.1 设 五 为 可 测 集 , 简 单 函 数 


P(x) 一 之 op (z)， 


在 五 上 非 负 , 其 中 瓦 一 Ue 互 不 相交 , 则 称 和 数 > ywmer (有 限 
或 十 co) 为 非 负 简单 函数 g(x) 在 上 的 勒 贝 格 积分 ， 并 记 为 
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| rczdm 一 Dj ymen ， (1. 1) 
k=1 


这 里 约定 0 。( 十 co) 一 (十 ceo)。0 一 0. 
由 定义 1.1 容易 证 明 非 负 简单 函 数 的 勒 贝 格 积分 具有 线性 和 


可 加 性 , 即 
1” 设 g(z), pz) 是 五 上 的 两 个 非 负 简 单 函 数 ,ai 字 0,ay 之 


0 是 常数 , 则 有 
| [ap (7) + asp 7) Jdm = a| p(T)dm 十 | (XT) dm. 
E E E 


2 如 果 E=E, UE, ,El 门 五 :一 儿 , 则 有 
E E, E, 


我 们 先 证 明 2". 设 VCz) 一 oz， ZE 五 , 则 


ZE 时 ,pz) = Pyne (Zz)， 
Z EE, 时 ,P(x) = Pyne, (Zz) 均 为 非 负 简单 函数 , 且 
| wzodm = Pyme = Pm 门 ee + mE; fN) er) 
=| pC)am + | penam. 


对 于 1 ,我 们 设 郧 (z) 一 之 Js (7x), (7) 一 之 1 Xz), 
al 之 0, oa 之 0, 则 a9 (zx) 十 as9 (xz) 也 是 非 负 简单 函数 , 且 因 为 
五 一 Ue 门 e;， 则 


| mca ta dn = Dn) + opr))dm 


kf ceNey 


= > ay + asy; mes (Ney) 
,7 . 
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一 人 yo 人 e 门 e7 ) 十 a Dy mle fi e7 ) 
3 9 省 


=al > ysl Smles 门 ej )| 十 as > yy; | Fmley 门 ei) | 
& 一 1 j=1 j=1 天 一 | 

=a| (zx)dm 十 | p(X) dm. 
五] E, 


定义 1.2 设 瑟 为 可 测 集 ,f(z) 为 EE 上 的 可 测 孙 数 ,如 果 
A(z) 之 0, 则 规定 f(z) 在 EE 上 的 勒 贝 格 积分 为 


| fam - sup,| Gx)dm, (1. 2) 
其 中 pC(z) 为 上 的 简单 函数 , (1.2) 式 右边 为 一 非 负 数 , 可 能 是 


十 ce, 若 有 限 , 称 f(z) 在 上 勒 贝 格 可 积 ( 或 简称 为 f(z) 在 EE 上 
( 荆 ) 可 积 ), 否 则 称 f(z) 在 五 上 的 民 ) 积 分 为 十 co， 
对 一 般 的 可 测 函 数 f(z), 当 | f(z)dm 和 | f- (z)dm 不同 
时 为 十 co 时 ,规定 
| frydm 一 | (xX)dm 一 | 六 (x) dm. (1. 3) 
当 (1. 3) 式 右边 两 项 都 是 有 限 数 时 , 称 f(z) 在 上 (ZL) 可 积 , 记 为 
FEZ(CE) ,其余 情况 称 f(z) 在 上 的 ( 工 ) 积 分 为 十 或 一 ;如 
果 (1. 3) 右 边 两 项 都 是 十 ce ,积分 无 意义 . 今后 几 提 到 f(x) 在 上 上 
上 可 积 , 均 是 指 ( 乙 ) 可 积 
注 1 由 定义 1.2 易 知 下 面 三 个 结论 成 立 : 
1” 当 mE 二 0 时， | cpam 一 0， 
2。 如 果 z EE 时 ,f(z) = 0， 则 | fCz)dm = 0, 
3” 如 果 0 过 g(x) 志 f(x), a.e.，f(zx), g(x) 在 玉 上 均 可 
测 , 则 
0 委 | gC)dm < | fC)dm, 


从 而 由 f(z) 在 到 可 积 可 推出 g(xz) 在 上 也 可 积 . 
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注 2 有 界 可 测 集 上 的 有 界 可 测 函 数 必 可 积 ; 可 测 集 E 上 
的 可 积 函 数 必 a.e. 有 限 . 
事实 上 , 设 |f Cz) |<C , 刚 f+ (rz)C,f. (ZX)C, 


| fi rt)dm = sup | P(X) dm 委 、 sup | Tdm 人 ERC.» mbE, 
E Oo<yrsA JE 0o<pSCJE 


同 理 | (z)dm 过 CmE, 所 以 f(z) 在 EE 上 可 积 . 


如 果 f(z) 在 上 可 积 ,而 f(z) 在 上 不 是 a,e. 有 限 , 令 E 


然 数 z2, 有 
f+ (z) > nxs (z) 0, 


| 六 (Tdm 宕 n+ mE,, 


故 | 六 Cz)dm 二 十 oo ,这 与 f(z) 的 可 积 性 矛盾 ,所 以 f(z) 在 E 
上 必 a.e. 有限. 
1.2 勒 贝 格 积分 的 性 质 


本 段 讨 论 勒 贝 格 积分 的 基本 性 质 . 我 们 设 五 为 可 测 集 ,jz) 
为 五 上 的 可 测 函 数 . 

定理 1.1 (有 限 可 加 性 ) 设 E=UE, Ei 为 互 不 相交 的 可 
测 集 ,jz) 在 五 上 可 积 , 则 


| frydm 一 > f(r)dm. z (1. 4) 
证 不 妨 设 f(z) 之 0,n 二 2. 设 E=E'UE, El NE;= 儿 , 则 
| ceam 一 sup | p(X)dm 一 sup (| PT) +| p(x) dm). 
E OxpEIJE 0 五 E, 


PE 
因为 从 满足 0 过 p(x) 达 f(z) (zE 五 ) 的 简单 函数 PCz) 可 得 到 Ei， 
五 , 上 的 两 个 简单 函数 由 (z) 王 PCz) (XEE), (Xr) 二 G(X) (rE 
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匹 :), 且 满足 
Oh) Ef) (rEE), OCH) Sf) (x € EF,) 
(1. 5) 
反之 ,如 果 有 E1,E, 上 满足 (1.5) 的 两 个 简单 孙 数 (zx), (x)， 
则 
{2 TEE 
P(X) = 
pT), rE€EE, 
必 是 满足 0 委 P(z) 委 JJz) (xzEE) 的 简单 函数 ,所 以 


| p(x)dm 十 | PCz)dm| 


sup 
0<pEf 


一 sup 
0<n Sf rE E)) 
0<9, f(zE E,) 


| 9 《xX)dm 十 | Pr) dm 


= sup | 9 (ZX)dm 十 
E, 0 


op <f 


up | pT dm, 
所 E, 


| flydm -| fx)dm 十 | f(r)dm. 


由 定理 1.1 证 明显 然 可 知 ,jz) 在 五 上 可 积 的 充 要 条 件 是 


| ft)dm = > | fz)dm. 
定理 1.2 (绝对 连续 性 ) 设 f(z) 在 EA 上 可 积 , 则 对 任意 的 
s 盖 0， 存 在 6 汪 0, 使 得 当 eCE,me 二 6 时 ,有 
| feam | < 一。 


证 不 妨 设 jz) 关 0， 据 ( 工 ) 积 分 的 定义 1.2, 对 任意 的 s 盖 


0, 存 在 简单 函数 m(Cz)， 使 0( 委 Q 委 FCz) 以 及 
| p(T) dm >| f(r) dm 一 £. 
E E 2 
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» 则 当 eCE, me<do 时 ,有 


取 人 6 


€ 

~ 2maxg (7z) 
| @ adm 一 3 

据 | f(z)dm 的 定义 ,显然 有 

| fedm>| mczdm， 

E—e 五 一 e 

利用 积分 的 可 加 性 

| repam =| f(z)dm 一 | f(z)dm 


<| p(x) dm + = -| Gz) dm 
E 2 EkE—e 


=| nndm+ <e, 
对 一 般 的 可 积 图 数 ,可 分 别 考 虑 其 正 部 、 负 部 ,并 利用 不 等 式 
| rpamjs | 六 (xX)dm 十 | 六 (Tz) dm 


即 可 得 到 . 
基本 引 理 设 f(z) 守 0, 在 EA 上 可 积 , 简 单 函 数列 (f(zx)}) 满 
足 Of (TET) ESE , limf(z)=f (7) (rzEE), 则 


| f(z)dm = lim| fT) dm. (1. 6) 
FE NCO FE 
证 ” 先 设 fC(x) 为 非 负 简单 函数 ,因为 
| fr)dm < | fz dm 所 …… <| f(x)dm, 
E EE 五 

所 以 lim| fz)dm 存在 , 且 

lim| f(T)dm < | f (x)dm, (1.7) 

nooJdE E 


男 一 方面 ,对 任 给 的 0<=e<1 ,我 们 构造 非 负 上 升 简单 函数 列 {g,)， 
使 gr) 六 (CCz) (n=1 2，3，…) 以 及 


lim | gcz)dm - (1 一 | Fedm. 
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记 f(x) = > (XT), a a; 之 0,2 一 1 2,… 。 对 每 个 nn 和 i, 令 


= {TE A; f(z) > (1 ~ ea}, 
则 每 个 4 而 济 对 闸 定 多 1 ,序列 {4.,)2 是 渐 张 的 , 且 A;= 


Ua,. .如果 令 


gw(z) = >a — EaiXa (Z)， 
则 ge() 是 非 负 的 简单 了 数 ,8,() < (Z)， 
lim| g(x)dm 一 im 2 — eam(A,,) 


=Pa — damA; = (1 — eo)| for)dm, 
从 而 
GQ — ©| fdm < lim| f(ydm, 
再 令 e->04 , 即 得 z 
| fadm < lim| Acoadm 
现 设 f(z) 为 非 负 可 测 函 数 , 首 先 由 ( 世 ) 积 分 的 定义 知 
| (x)dm 魏 | (z)dm 委 … 委 | fdm, 


故 im| (zx)dm 存在 , 且 
im| f, rT)dm < | fr}dm. 


另 一 方面 ,因为 | f(z)dm = sup | Plz)dm, 其 中 PCz) 为 简单 函 


数 , 为 了 证 明 相 反 不 等 式 ， 我 们 只 {要 证 明 对 任 一 非 负 简单 函数 
p(T)，0 奈 p(X) 达 f(z),， 有 


| gx)am < lim| /, (Xx)dm. 


对 每 个 自然 数 交 令 g,(z) 二 min(g(z), (7z)), 则 g(x) 是 非 负 上 
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升 简单 冰 数 列 , 旦 易 知 limgv(z) 一 9Cz)， 风 由 第 一 步 所 证 ,可 得 


| p(T) dm = lim| gn(X)dm. 
E HooyE 


又 因为 
| ga(T) dm <| fr dm, 
E E 
所 以 
| P(X) dm < 扫 lim| f,(z)dm, 
E n>o0d EE 
从 而 


| fir) dm < lim | fx)dm. 
E nrooJ E 


注 3 从 证 明 过 程 容易 知道 ,基本 引 理 对 | f(z)dm = 十 co 
仍然 成 立 . 

例 1 设 f(z) 在 无 界 可 测 集 E 上 可 积 , 则 对 任 一 满足 UA, 
R 的 渐 张 区 间 列 {A,) ,有 z 

lim| ,a fdm ~ | f(am. 

证 不 妨 设 f(x) 之 0, 令 EE, 二 EA,, 2 一 1,2, 3 因为 五 ， 

CE, C，…C 匹 , 则 虽然 有 
| fx)dm < | fz)dm 委 … 委 | Aceram 9 


故 lim | _f(z)dm 存在 , 且 
lim| fr)dm <| fr)dm. 


另 一 方面 ,对 任 给 的 se 0, 存在 简单 函数 VCz)， 使 0 委 9(x) 


| wz?dm 一 | rezdm 一 €, 
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令 9CZ) 二 gLz)Xs (Zz)， 则 {8(z)}) 是 非 负 简单 函数 列 , 且 0 二 
p(x) < gp (I) 机 二 G(T) 过 “** ,lim@,(z) 一 p(T) 9 P(X) 可 积 ， 


据 基 本 引 理 
tim| fr)dm >lim | @, CX dm 
n>o0 EE n>00 E 


=| gz)dm > | fr)am 一 E， 
由 于 e 之 0 是 任意 的 ,所 以 
lim | fC) dm >| fr)dm. 


所 一 = OO 


显然 , 当 f(x) 之 0, | fx)dm 二 十 co 时 ,仍然 有 


lim| f(zx)dm = | f(x)dm. 
E, E 


定理 1.3 (s 可 加 性 ) 设 E 一 UE, E, 为 互 不 相交 的 可 测 
集 ,f(z) 在 上 可 积 , 则 f(x) 在 每 个 上 ,上 可 积 , 且 
| fl)dm = 2, fam 
证 ” 先 设 mE 过 oo, f(z) 在 每 个 上 可 积 显然 . 令 R, 一 下 一 
中 i, 因为 mE 一 >)mB < oo, 所 以 mR,>0(n>o0), 由 积分 的 
有 限 可 加 性 ,得 。 
| fdm = > | fam + | Aream， 
由 于 mR 一 0, 据 积分 的 绝对 连续 性 ， 
lim| f(z)dm = 0， 
所 以 : 
| ram = > roam 
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m 巨 一 co 时 ,不 妨 设 f(x) 之 0, 首先 ,显然 有 
> | .reeoan < {foam (n=1,2,%), 
所 以 | 
> | fC)dm < | fe)am. 
另 一 方面 ,对 每 个 自然 数 2 令 4A, 二 EN (一 n,n), 则 mA, 二 
,4 二 UCEN (n,n))， 其 中 {Es 几 (一 n,n)} 窟 , 互 不 相交 , 则 


故 


| .Acedm 之 ,feedm (1 = 1,2,3,.). 


据 例 1, 我 们 可 得 
> fdm 之 lim| f(x)dm = | Acedm 
: 定理 1.4 设 f(z),g(z) 是 玉 上 的 可 积 函 数 , 则 af (zx),f(z) 
十 SCz)(a 为 任 一 实数 ) 在 互 上 也 可 积 , 且 
| af Cz)dm = | fz)dm, 


| (fz) + gr) dm 一 | f(z)dm + | gx) dm. 
五 E E 


证 ” 先 设 a 宇 0, 则 (a 有 ;1 一 af ，(a 有 -= 二 af_ , 据 第 九 章 定理 
1. 3, 存 在 非 负 递 增 的 简单 函数 列 {(9(Cz))，0 委 由 (Z) 委 PCZ) 魏 全 
p(X) 夺 ,使 lim@(z) 二 i (Zz)， 则 {ag,(z)} 是 非 负 递增 的 简单 


函数 列 ,ag(Cz) 一 (a 思 +， 应 用 基本 引 理 可 得 
| (af ), dm =lim| ag, (rT) dm 
n>ooy EE 
=alim| ,TI dm 
nooy EE 
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=a| f; (zr)dm, 
同 理 
[Caf dm = af f- Gedm, 
故 
| srceopam = af fr)dm. 
再 设 a<0, 则 由 一 f= 了- 一/ , 据 积分 定义 ， 
| Pam=| f- Cdm — | f; (dm 


— (| 7 (zx)dm 一 | 六 Cz)dm | 


= | fC)am, 


从 而 
| Capam 一 一 | 一 afdm = a Fe)dm 


下 面 证 明 积 分 的 可 加 性 . 先 设 f(z) 宇 0,g (xz) 之 0, 则 可 取 两 个 非 
负 递 增 的 简单 函数 列 {f,(z))} 和 {g(xz)) ;使 lim (XT)= f(x), 
limg,.(z)=g(z) ， 据 基本 引 理 立即 知 

| cx 十 g)dm = | fC)dm 十 | scoadm 


对 一 般 的 可 积 肾 数 f(x),， g(xz)， 由 于 
OTSHOrSfter OSI+a <f +g., 
据 非 负 函 数 积分 的 定义 ,并 利用 非 久 可 积 函 数 的 积分 可 加 性 ,得 


[+e dm | Crt gr)dm 
= | fi dm+ | gr dm, 
E Fa 


| Cf + 8)_ dm | .Cf-+ g-)dm 
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| 六 dm 十 | dm 


故 f 十 g 必 可 积 , 又 因为 
(了 十 8)+ 一 (f+g)_=f/+g 一 (f+— f-) 二 (g+— 8-) 
一 (上 十 g+) 一 (十 £8-),， 


所 以 
(f +8)+tt (f+ eae )= (frit ar) + (f+ 8)-, 
则 据 非 负 可 积 函数 的 积分 可 加 性 ,有 


.GF + or dmt | f+ gydm 


=| Gt etdm + | Cf + 8)- dm 
从 而 
| G+ aydm =— | fam + | gdm. 
注 4 若 f,g 是 上 的 非 负 可 测 函 数 ,a 宇 0, 则 由 基本 引 理 立 
即 可 得 
| ,af Ce)dm 一 a| fz)dm, 


[G+ pdm = | f(r)am + | scoam 
定理 1.5 (1) 单调 性 : 设 f(x),g(z) 是 玉 上 的 可 积 函 数 , 且 
f(x) 三 g(z)， 则 | fC)dm 和 | g Ca)dm, : 
(2) 绝对 可 积 性 :f(z) 在 上 可 积 的 充 要 条 件 是 |f(z)| 在 EE 
上 可 积 , 且 
| | ceam | < | lf lam. 
证 〈1) 由 积分 的 线性 和 非 负 函 数 积分 的 定义 知 
[goam— | fdm= | Ce — fam>0, 
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| fC)dm < | scodm 


(2) 由 于 |f(z)|== 记 十 f_-, 故 f(z) 可 积 的 充 要 条 件 是 


[fe0) 1am = {fr dm + {Ff- dm, 
故 
repam =- | Codm 一 | f- (x)dm | < | lf) lam 
定理 1.6 (唯一 性 定理 ) 设 f(z) 在 上 可 积 , 则 
| ee ldm = 0 的 充 要 条 件 是 /~0 
证 充分 性 : 设 /~0, 则 据 积分 的 有 限 可 加 性 
[fowlam = fn am+ | fn lam, 


在 ECf=0) 上 ,f(zx)=0， 则 | IfoDldm 一 0, 在 ECf 关 0 
0) 


E(f= 


上 ,由 于 mE(f 关 0)==0， 所 以 | f(z) ldm 一 0， 故 


五 (天 


| ee) ldm = 0. 
一 ZX) |dm 之 zx)|d 
o= | lrczldam>>| Lf ldm 


EC(|f 


mE| |f| 之 坟 | 之 0 


所 以 
mE| || 之 元 | 一 0， 一 1] ,2,3,.". 


由 于 集合 ECf 关 0) 二 UE| |f | 之 志 |， 故 mECf 关 0)=0, 即 /~0. 
推论 设 f(zx)~g(z),， 则 由 f(z) 的 可 积 性 可 推出 g (x) 可 
积 , 且 积 分 值 相同 . 
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定理 1.7 (积分 逼近 定理 ) 设 f(z) 是 可 测 集 上 的 可 积 
盟 数 , 则 对 任 给 的 二 0, 存 在 R 上 的 连续 函数 g(x) ,使 


| [f(zx) — g(x)|dm < es， 


且 当 |f(z)1<M 时 有 |g(z)1<M. 
证 ”对 任 给 的 >0, 先 证 明 存 在 简单 函数 gCz) ,使 


| (f(z) 一 PCZ) |dm = 5 
因为 f(x) = fj f_， | fC)am 一 | 六 dm 一 | 大 dm， 对 


f+ 《zx)，, 按 非 负 函数 积分 的 定义 ,有 简单 函数 g(rx), 0 二.(z) 牵 
fr (TX)， 使 


| (zx)dm <| 《xz)dm 十 7 
E 五 
同 理 , 存 在 简单 阻 数 2(z)，0 委 PCz) 委 广 (z) 使 
| 六 Cdm <| pz)dm 十 三， 
E FE 
令 gp(z) 一 G(X) 一 p(x)， 则 pz) 是 简单 泣 数 ,满足 
| en — gx) [dm 
-| (2) — f_ (Cz) Gx) + Gr) ldm 
<| [f+ (7) — 9 (7) |dm +| [|f- (zx) — @% (7) |dm 
E 五 
[3 
设 |p(z)| 委 M ,对 pl(z) 应 用 鲁 金 定理 3.2, 对 任 给 的 6 二 0, 存 在 R 


0, 使 M6<< 工 , 则 
| 1pCz) 一 gCz)|dm =| [wz) — gz) |dm 
EE Eg g) 
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< 2M * 6 < 束 ， 
从 而 可 得 
| ee — g(x)|dm < &. 
显然 当 |f(z) | 三 M 时 ,一 定 有 |y《z)| 二 |9.(《z) 一 《7z)| 志 MM, 故 也 
有 |g(zx)| 夺 M. 

例 2 设 在 [0,1] 中 有 > 个 可 测 集 el ,ez，…e 如果 L0,1] 中 每 
一 点 至 少 属 于 上 述 n 个 集中 的 Pp 个 集 , 则 E13629°"" 9En 中 至 少 有 一 
个 集 的 测度 不 小 于 万. 

证 “ 交 (z) 表 示 可 测 集 * 上 的 特征 函数 , 它 是 [0,1] 上 的 有 界 

Xz) >p, 


因此 
] PX, 2) ) dm > | pdm = p. 
另 一 方面 | 
| > Cz) ) dm = > Cz)dm = Dme, 
所 以 


me 之 p， 
从 而 至 少 有 一 个 集合 ei, 满 足 me 之 全. 
例 3 设 flz) 在 R 上 可 积 , 且 对 任 一 实数 a 和 二 0, 有 
| fodm 一 0， 


则 ACz) 一 0. 
证 设 G 为 有 界 开 集 , 则 G= U(u,p)，(o%,p) 互 不 相交 ,由 
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积分 的 o 可 加 性 立即 知 
| fC)dm 一 0. 


对 任 一 自然 数 N , 令 

五 | 一 (ZE [一 NNj: f(x) 之 0}, 

E 一 (ZE [一 NIN: f(r) < 0)}, 
E}+ 是 有 界 可 测 集 , 则 对 任意 的 S>0, 存 在 有 界 开 集 G 必 E+， 使 
m(G 一 E4) 过 6, 由 积分 的 绝对 连续 性 ,对 任意 的 s>0, 可 取 56>0， 
使 


| f(z)dm | < e, 
G—E, 


则 
0 = | fadm 一 | f(x)dm 十 | f(x)dm, 


所 以 
| fdm| <e 


因为 s>0 是 任意 的 ,就 | f(z)dm = 0 ,从 而 在 Et 上 f(x)=0， 
a.e. . 同 理 可 证 ,在 上 ,f(zx)==0,a.e.， 故 在 R 上 ,f(zx)~0. 


$ 2 ”积分 序列 的 极限 定理 


本 节 主 要 讨论 积分 号 下 取 极 限 问 题 ,我 们 将 看 到 ,这 类 问题 在 
( 工 ) 积 分 中 所 要 求 的 条 件 比 黎 曼 积分 要 弱 得 多 , 正 因 为 如 此 ,这 些 
基本 定理 在 一 般 的 分 析 数 学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 我 们 由 勤 维 单调 
收敛 定理 出 发 ,来 得 到 (LL) 积 分 序列 极限 的 逐 项 积分 定理 ,法 杜 定 
理 和 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,并 利用 积分 序列 的 极限 定理 讨论 了 
( 工 ) 积 分 与 (R) 积 分 的 关系 . 
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2.1 勒 维 定理 .法 杜 定理 和 控制 收敛 定理 


定理 2.1 ( 勒 维 单调 收敛 定理 ) 设 可 测 集 五 上 的 可 测 函 数 
列 (满足 OS (7) Ef TIE Ef (TIE, lim fr (x) = 


f(z), xEE, 则 
| repam = lim| f(z)dm (有 限 或 十 o0). 
证 因为 imf,(z)= 二 f(z), 则 f(z) 在 E 上 可 测 , 且 0 委 廊 委 
ff (x 二 1;253,…) ,所 以 
0 <|/ (Zz)dm 扫 | fur Ce)dm 矿工 | repam， 


lim | f(z)dm < | fr) dm., (2. 1) 
La 五 
男 一 方面 ,对 任 一 满足 0 委 2(Cz) 委 xz) 的 简单 函数 p(x) = 
>aX (zr) 和 0 二 c 二 1, 令 
k=1 


E, = {zr € E: f(z) cz)}, n= 1,2,3,", 
由 于 每 个 廊 Cz)，pP(Cz) 都 是 可 测 函 数 , 则 每 个 五 , 是 可 测 集 ,EC 


CCEC…, 且 EF 一 UE,. 事实 上 ,车 f(x) = 0 则 ze 已 ， 
若 jz) 0, 因为 0 和 < 二 1,， cp(z) 过 f(z), 故 存 在 自然 数 , 使 
f.(z) 之 c9z), 所 以 x € 已， 故 忆 一 口 已 . 下 面 证 明 


lim| f,r) dm > | gn) am. 
ncooydE 


因为 
| Acadm >| f(x) dm >d| gz) dm 
五 ， £, 


=c > ,amlE, 门 ei)， 
k=1 
limm CE, 门 el ) 一 7 (下 门 er). 
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则 对 每 一 个 0<c<1 和 每 一 个 简单 函数 9(z), 0<g(z) 志 f(z)， 
和 : 
lim| / "(XT) dm 之 cS lam (五 站 et) = c| wz?dm 
因此 
lim | fz)dm > | fz)dm, (2. 2) 
由 (2. 1), (2. 2) 立 即 知 
lim | fdm = | flr)dm. 
注 ”在 勒 维 定理 中 ,和 铬 将 {f,} 非 久 上 升 改 为 非 负 下 降 , 则 结论 
不 一 定 成 立 ,例如 , f,(z) = 二， zE[0,1],_f, (zx) 之 0, 下 降 ， 


av 已。 


f(r)—— f(x)—=0, 但 | f(z)dm 一 十 oo (nn 一 1,2,3,."*), 所 


以 lim | fCz)dm 天 | f(z)dm . 但 读者 可 以 证 明 ; 如 果 ({f,Cz)} 是 


互 上 的 单调 上 升 可 积 函 数 序 列 (或 者 是 单调 下 降 可 积 函 数 序 ， 
lim 亡 (z) 一 /xz)，, 则 同样 有 


lim| 大 Cz)dom 一 | /czdm (有限 或 0). 


利用 勒 维 定理 立即 得 到 下 面 的 逐 项 积分 定理 . 
定理 2.2 〈 逐 项 积分 定理 ) 设 每 个 wx,(z) 在 可 测 集 上 非 


负 可 测 , f(z) 一 pe 则 
| fC)dm 一 > | dm 《有限 或 十 ce)， 
证 令 廊 (z) = Salz), 则 0<f()Sf)< fz) 
< ,limf.(z) 二 f(z)， 由 盘 维 定理 
/ lim | f(z)dm 一 | fC)dm, 


2Z00 


则 
2 (z)dza 一 lim| .> (x)dm 一 | rezydm 
定理 2.3 (法 杜 定理 ) 设 {f,(z)) 是 E 上 的 非 负 可 测 函 数 
序列 , 则 : 
| Him, (Xx)dm < 扫 lim| 广 (z)dm 


证 un(X) =—=in{{f, (zx), fut+1 (CT) … 则 对 任 一 目 然 数 好 ， 
“有 (zf(r), BH OR rRu (TR RW (rT) RE, 
limwua(x) 二 limf.(z). 对 {wu.(z)} 应 用 勒 维 定理 , 即 得 


| lim f,(z)dm 一 lim | us Cx) dm. 
E noo nooy 五 


但 因 us(X)f, (rT), n=1,2,3,.*， 帮 | wz)dm 二 | Amadm， 
n= 二 1,2,3"° ,从 而 
| iPodm 和 li| 六 codm 
EE noo nrood E 

定理 2.4 〈 控 制 收敛 定理 ) 设 {f,(x)) 是 上 的 可 测 函 数 
序列 ,lim f(z) 一 一 f(z), 且 存 在 可 积 函 数 g《z), 使 |f,(z)| 声 
g (7X), a.€.， n=1 ;2，,3，,"…, 则 fCz) 在 E 上 可 积 , 且 

| repam 一 lim | fC)dm. 


a.e.， 因 为 g(z) 在 互 上 可 积 , 故 jjGz) 在 天 上 可 积 . 下 面 证 明 


lim| / (x)dm = | fC)dm. 不 妨 设 一 gx) 二,(7X) 志 gC(7z),n 


一 1,2,… , 则 g(x) 十 f(x) 之 10， 记 一 1,2,3,… ,对 序列 (g(x) 十 
fa《z)} 应 用 法 杜 定 理 , 得 


lim| Cecz) 十 f,.《7X))dm 之 | gam 十 | fam. 
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利用 lim (xz, 十 y,) 所 limz, 十 limy, 和 积分 的 可 加 性 ,得 
lim| /. (zx)dm 十 | gC)am 之 | gC)dm 十 | Arezam， 
所 以 
lim| 六 z)dm 之 | reoam (2. 3) 
同 理 ,g (x) 一 f(z) 宇 0,n=1 ;2，3，"… ,对 序列 {g(rz) 一 f,(X)}) 应 用 
法 杜 定理 ,得 
lim| (gCz) 一 f,(7z))dm > | ecodm 一 | fr)dm, 
则 可 得 : 
lim| (一 fCz)dm 十 | gcodm > | gedm — | flr)dm, 
n>oo0d EE E E E 
从 而 z 
[天 | f.(z)dm < | fadm. (2. 4) 
由 (2. 3), (2. 4) 立 即 得 
lim | .Cz)dm 一 | fam. 
控制 收敛 定理 中 函数 g(Cz) 称 作 控 制 函 数 , 为 了 方便 起 见 , 勒 
幢 格 控制 收敛 定理 通常 简 记 为 L. D.C.. 
推论 设 mE=oo,E 上 的 可 测 函 数列 {f.(z)) 满 足 |f, (zx) | 
<K (n=1,2,3,"° ,TEE) 9 limf,(z)=f(z) 3d. €. » 则 
| reopam 一 lim| fz)dm. 


这 是 定理 2.4 的 一 个 重要 特例 , 它 称 为 有 界 ( 控 制 ) 收 伍 定 
理 . 
注 2 控制 收敛 定理 还 可 以 推广 到 含有 连续 参 变量 ET 的 
情形 : 
设 {f.(z) | 声 g (zx), (CeET)， 每 个 人 CCz) 在 五 上 上 可 测 ,g(Cz) 在 
202 


EE 上 可 积 ,limf,(z)= f(z)) a.€， {ao 是 了 的 一 个 聚 点 ,可 以 为 
--)， 则 F(z) 在 已 上 可 积 , 且 
lim| 六 ccdm = | edm 
定理 2.5 设 EE 上 的 可 测 函 数列 {f,Cz)} 满 足 条 件 : |/.Cz) | 


nes 


< g(r), ad. e, (n=1,2,3,.…), g(X) 在 太 上 可 积 , 且 f(z)—— 


| readm 一 lim| 大 (xz)dm. 


Ines 


证 因为 f,(x) 一 >f(z)， 由 第 九 章 32 的 Fiesz 定理 ,存在 


子 序列 fCz) 一 >f(z), 由 于 | fz) 一 fz) ||f(z)1++ 
|f(x) | 志 2g (xz)， a.e.， 则 据 L. D.C. 可 得 


lim| {f(z) — fz) lam 一 0 
现 设 

lim| [f(z) — f(x) dm #0, 
则 存在 e>0 及 子 序列 {mi}, 使 

| fi ~ for) lam G=1,2,3,), (2.5) 

利用 f(z) 一 >f(z), 必 存 在 {f(z)) 的 子 序列 f,,(z) 一 >f(z)， 
由 上 面 所 证 

im| fz) — fl2) dm =0. C2. 6) 
这 与 (2. 5) 矛 盾 , 故 

lim| Acz) — fie) ldm = 0， 
从 而 

lim| Acz)dm = { fr)dm. 
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2.2 极限 定理 的 应 用 


本 段 将 利用 极限 定理 来 讨论 ( 工 ) 积 分 和 (CR 积分 的 关系 ,并 举 
例 说 明 极限 定理 的 一 些 应 用 . 
我 们 知道 ,一 个 函数 f(z) 在 [a,6] 上 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 
limS = lims 一 一 7 有 限 ， 


人 站 


其 中 9,s 分 别 为 大 和 与 小 和 ， 3= max (zi 一 Zi-1)， 因此 [0,1j 上 的 
狄 里 希 莱 旺 数 站 (z) 不 是 黎 曼 可 积 的 ,但 它 一 定 是 ( 工 ) 可 积 的 ,一 
般 地 ,我 们 可 以 证 明 下 面 的 结论 . 

定理 2.6 设 f(z) 在 有 限 区 间 [a,5] 上 CR) 可 积 , 则 f(x) 在 
La,5j 上 (ZL) 可 积 , 且 积分 值 相等 . 

证 设 f(z) 在 La,b51 上 (CR) 可 积 , 则 f(z) 必 有 界 , 令 |f(z)| 
<M, 作 [a ,0 的 分 割 序 列 Di: a 二 x 之 xX 之 … 之 x==b, 使 Di 
的 分 点 包含 D; 的 分 点 ( 即 Dit. 刁 Di;), 且 


0(D,) = max (z — X11) > 0 (> 00). 
1 魏 ASm 
作 简 单 函 数列 {f(zx)} 和 {f(x)} 如 下 ， 

ml ， Xz) ITALT ,k= 1,2,n;, 
f(x) 一 

f 2), 并 一 DO 

M2", ZX EIZI ,k= 1,2,,n;, 
fC) De) z 二 6， 


其 中 mw ，M2? 分 别 为 f(z) 在 子 区 间 [zxh21，zx? 上 的 下 确 界 和 上 
确 界 . Ny pp， 则 显然 有 {( 户 (z)) 上 升 ,{ 产 (z))} 下 降 , 且 
一 型 和 过 方 ( 四 和 雪 廊 (站 和 过 和 和 jz) 委 有 和， 
M > f(z) > f(x) 之 机 之 f(z) 之 一 AM， 
记 fz) =limfi(z), f(z)=limf:(z), [fi(z) [<M, |f.(z)|< 
M，, 显然 有 FCz) 委 zz) 委 xz) 以 及 
| Acopam 一 Pmp cap 一 Xi) = 5 一 -~ By)| f(zx)dzr, 
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| (x)dm 一 SM (ZX — 7 ) = 9; 一 一 CR)| fr)dz. 


kl 


按照 有 界 控制 收敛 定理 ,得 
| 7ce?am -- | fl)dm — CR)| for)dz, 
故 
| rc 一 f(x)Jdm = 0. 


因为 了 (zx) 一 f(x) 这 0, 所 以 了 (z) 一 FGz)， 从 而 GOz) 一 rz) 一 
jz), 故 f(z) 在 Fa,;,6] 上 () 可 积 , 且 : 


vo 2 
CD| fendm = (| for)dz. 


定理 2.7 f(x) 在 [a,5b5] 上 和 歼 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 f(x) 有 界 


且 几 乎 处 处 连续 . 
证 今 zs(Cz) 一 inf{f 太 (zt)， it€ (六 一 人 ,7 十 和) Mrz) 一 


sup{f(t): 1E (rz—6,7T 二 0)}， 则 mr (xz) 关于 6->0 ,单调 上 升 ， 
Ms《x) 关 于 6->04 单 调 下 降 . 
MT) 二 jz) 委 MGz) (> 0). 


m(z) 一 lim mslXx), M(x) 一 lim Ms(z), 
则 
ms(X) mz) Ef RM) EE Mr). 
设 {f;(z)}, {f(z)} 是 定理 2.6 中 所 取 的 两 个 序列 , 则 我 们 可 
以 证 明 : 
(1) 7(z) 一 一 MGCz)，F(Cz) 二 mm (z)， 
(2) f(z) 在 点 工 连续 的 充 要 条 件 是 《x)= 二 MM(z). 
因为 f(x)(R) 可 积 的 充 要 条 件 是 5S; 一 s; 一 0(i 一 oo0), 即 
| Eee) - f(z)Jdm = 0, 根据 (1)f(z)CR) 可 积 等 价 于 (ZL) 积 分 
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| [Mz) — m(zx) ldm 一 0， 


即 
hCGCz) ~ m(z). 
再 据 (2) 知 本 定理 结论 成 立 . 
黎 曼 积分 的 这 一 特征 从 (R) 积 分 本 身 是 得 不 到 的 ,必须 借助 
勒 贝 格 测度 和 勒 贝 格 积分 理论 . 


注 3 对 广义 黎 曼 积分 ,定理 2. 6 结论 不 再 成 立 , 但 读者 可 以 
证 明 : 对 非 负 函数 f(zx), 看 jz) 广义 黎 曼 可 积 , 则 f(z) 必 ( 工 ) 可 
积 , 且 积 分 值 相同 . 

例 1 设 


大 ) I 过， TE (0,1], 
TX) 一 
0， 工 二 0， 


则 zxz) 在 L0,1] 上 虽然 广义 黎 曼 可 积 ,但 f(x) 不 是 ( 工 ) 可 积 的 ,这 
是 因为 f(z) 非 绝对 可 积 . 

下 面 我 们 再 给 出 几 个 例子 来 说 明 极 限定 理 的 应 用 . 

例 2 设 f(z) 在 La,56] 上 (CR) 可 积 , | f(z)| 寺 K, n=1,2， 
3，… im fa Cz) =f (7) ， 且 f(z) 在 La,5j 上 CR) 可 积 , 则 


b pb 
lim R)| fz) dz = BR)| fr)dz. 
事实 上 ,因为 
CR) | f(z) dz = CL) | fz) dm, 
已 pb 
CR | zydz = (L) | fr) dm, 
对 {fC《z)}) 应 用 有 界 控制 收敛 定理 ,立即 得 
limCR)| f(x) dx =lim(L)| f.Cz)dm 
b bp 
— | fx)dm = | fr)dz. 
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例 3 设 f(z, 四 对 每 个 :ELa,B 是 La,5j 上 关于 工 的 可 积 函 
g (x), 使 


EX g(rT), (和 和 0 4 和 过 上 二 0) 


则 
F| fdz 一 | flrst)dz, 


这 里 出 现 的 积分 | fxst) dx 和 | (zst)dz 都 表示 (L) 积分 ， 
证 
dr pe flrst + h) 一 Fr 
BD = lin| 你 ox 
由 条 件 ,存在 0 二 9 过 1, 使 
jf(rstih)— flr,t)| = fe 二 Oh) :hI hg(r), 


于 是 据 控制 收敛 定理 ， 
后 | fedz =| lim fx,t 十 > 一 f(z), 


_f9 
=| /rdz. 


例 4 试用 控制 收敛 定理 来 证 明 积 分 的 绝对 连续 性 . 
证 设 flz) 在 EE 上 可 积 , 令 
7"(7) 情 [f(x) | > ni, 
则 1 廊 (z)1 委 |1JFGz)1， 由 于 (Z) 可 积 函 数 必 几乎 处 处 有 限 , 故 


[fa) |/Cz)|, 据 工 . D.C, 对 任意 的 e 之 0; 必 存在 自然 数 
NN, 使 得 当 n 宇 N 时 ,有 | 
| cn — |f.(z) 1dm = 区 


Ee 


现在 令 6 一 
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eram | 二 | fn) lam 
=| fo Ifa Dam + | ceidm 
<{ dFD -fy ldmt NmA<e 
例 5 计算 广义 黎 曼 积分 


解 ” 当 0<z<1 时 
ln 人 (1 一 Z) 1~ 一 2 2 
之 本 之 鱼 7 n=1 n 


n—1 
仿 un(Z) 一 一， 则 
= > alo(Z)， 


据 ( 工 ) 积 分 的 逐 项 积分 定理 
1—1 nl 2 
| 一 和 一 do 一 2 | Wrz) dm 一 > 三 ， 
故 
， 四 ~ 
(CR)| dr 一 


383 微分 和 积分 


本 节 的 主要 目的 是 应 用 勒 贝 格 测度 、 勒 贝 格 积分 理论 来 研究 
积分 和 微分 的 关系 . 在 数学 分 析 中 ,微分 和 积分 的 互 逆 关 系 是 通 
过 两 个 基本 定理 表现 出 来 的 ,这 就 是 原 函 数 存 在 定理 及 牛顿 - 莱 布 


尼 北 (Newton-Leibniz) 公 式 , 即 


(1) 设 f(x) 是 定义 在 La,bj 上 的 黎 曼 可 积 函 数 , 且 在 x 二 zz。 


处 连续 , 则 不 定 积分 
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F(z) = | fa, x € [a,6] 


在 x 二 zo 外 可 微 , 且 F' (zx0o)= 二 了 (xo). 
(2) 设 f(z) 是 定义 在 La,5] 上 的 可 微 函 数 , 且 了 A(z) 在 La,6] 
上 是 黎 曼 可 积 的 , 则 


| red = Fa — fea), ze Lad]. 
在 本 节 中 ，| fCz)dz 均 表示 [ae, 刀 上 的 勤 贝 格 积分 
| Acz?dm, 我 们 的 目的 是 在 勤 贝 格 积分 中 推广 上 述 结果 ， 
首先 我 们 讨论 不 定 积分 | cad 的 可 微 性 问题 ,由 于 勒 贝 格 
积分 | fdr = | fi Cd 一 | 万 (dz, 而 积分 | fe)dz 和 


|/_ (9dr 均 是 单调 增加 函数 ,因此 ,我 们 将 从 对 单调 函数 的 可 微 


性 讨论 出 发 ,引进 而 变 函 数 和 绝对 连续 函数 概念 ,证 明和 牛顿 - 莱 布 
尼 效 公式 成 立 的 充 要 条 件 是 /zz) 为 绝对 连续 函数 . 


3.1 单调 函数 和 因 变 区 数 


设 f(z) 是 闭 La,5j 上 的 单调 函数 ,我 们 容易 证 明 单调 函数 
f(z) 不 连续 点 至 多 可 列 , 下 面 将 给 出 一 个 关于 单调 函数 f(z) 的 
可 微 性 定理 . 

定理 3.1 〈( 勒 贝 格 微分 定理 ) 设 f(x) 是 定义 在 [a,5bJ 上 的 
单调 函数 , 则 f(z) 在 [a,58]J 上 九 乎 处 处 存在 有 限 导 数 . 

这 是 一 个 十 分 深刻 的 定理 ,证 明 比 较 复 杂 , 此 处 从 略 , 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 文献 [64[7j 等 . 

进一步 ,我 们 证 明 单 调 函 数 的 导数 是 (Z) 可 积 的 . 

定理 3.2 设 jJFz) 是 区 间 [Lc,2 上 的 增 函 数 , 则 户 (Cz) 在 La， 
bj 上 (0) 可 积 , 量 
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| fF (dz < Fo -Fo 
证 在 (5,6 十 11 上 补充 定义 AQ) 二 f(6), 对 任何 自然 数 n, 作 
区 数 
/| 十 加 ~ fu) 


9 


(1) 一 


i 
显然 g(t) 宇 0; 可 测 , 且 是 [a,6] 上 的 黎 曼 可 积 函 数 , 当 然 也 是 勒 由 
格 可 积 函 数 , : 

| ga -二 | s+) fd 


十 二 十 寺 
-中 Ad -上 Fed | 
f(b) 一 fla). 
因为 六 GG) 几 乎 处 处 存在 有 限 , 则 据 法 杜 定理 
[7 War =| limp dt < lim | pdt 
Rf — f(a). 
单调 增加 函数 虽然 几乎 处 处 有 有 限 导 数 , 且 六 (z)(Z) 可 积 ， 
但 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 未 必 成 立 , 即 定理 3. 2 中 严格 不 等 式 可 能 成 


Y. 


例 设 
1， 袜 之 10， 


7 (7) 二 Z < 0. 


虽然 (Cz) 一 0 (z 天 0) ,因此 
| 7 (zx)dz = 0， 
但 f0) 一 了 (一 几 =1, 所 以 / 
| far < ya) -一 1 
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定义 3.1 设 f(z) 是 定义 在 La,5] 上 的 有 限 函 数 ,对 [a,5j 的 
任 一 分 划 D; a=zo<zi<…<z 一 5， 记 


nn 


vf;D) = > fx) — fxr)|, 


kl 
称 
Vf) = supv(f3D) 


为 f(z) 在 [a,6] 上 的 总 变 分 (或 全 变 差 ); 车 VCf) 二 十 oo, 则 称 
f(z) 为 [a,5] 上 的 国 变 函数 ， 

由 定义 3.1 显然 可 知 :La,5] 上 的 任何 单调 函数 f 是 圈 变 函 
数 , 且 总 变 分 VC 二 1f(6) 一 f(a)1; 如 果 了 在 [a,5] 上 满足 李 普 


希 北 条 件 , 即 存在 常数 M, 当 zi ,zz ELa,b] 时 ,| f(x) 一 f(z2)| 寺 
M|zi 一 x2|， 则 f(z) 是 辕 变 陋 数 ， z 
定理 3.3 园 变 函数 具有 下 列 性 质 ; 
(1) 设 ff 在 [a,6] 上 轿 变 , 则 f 在 La,5] 上 必 有 界 ， 
(2) 设 了 在 La,5] 上 辕 变 , 则 f 在任 一 子 区 间 |Lai,5b1] 上 也 辕 
变 ， 
(3) 设 f 分 别 在 [a,cj, Lc,65j 上 团 变 , 则 f 在 La,bj] 上 也 图 变 ， 
且 有 
VO = V0 + VND, 
(4) 设 fg 都 是 La,oj 上 的 面 变 函数 ,oa，,A 是 常数 , 则 af 十 
Bg，f，g 都 是 La.5] 上 的 略 变 函数 . 
证 (1),，(2) 显 然 成 立 , 我 们 仅 证 明 (3) 和 (4). 
(3) 设 在 [a,cj,[c,5] 上 均 轿 变 , 对 [a,c] 与 [ec,6] 的 任意 分 
划 
Di: a=— zo x < 一 C) 
D,: c= yo Yn = 0, 
显然 有 
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六 ra 一 f(zi_1) | 十 > 70 — fly)| < VA), 
所 以 
VA) +VD < Vf). 


另 _ 一 方面 ， 对 [La， bj 的 任 一 一 分 划 DD; C& 一 To< ZI< < 一 六 
可 设 Zr<c< zol 有 2 一 1)， 则 


ojiD) = NF) — fr Di 十 FrzsD — fz,)| 


+ 之 |7Gz — fz)| 


上 二 sm 十 2 


(DN) — fr) + If 一 Fr 


k=:1 


t+ (fz) 一 Fl + DD) fr) — fz) | 
SV + VC 
所 以 f 是 [a,6]J 上 的 团 变 函数 , 且 
VO 二 六 CP 十 Vf). 
(4) 因为 


Flaf zi) 十 pg(Cz 一 ac) 一 BgCz 1) | 
k=1 


Slal Df) — frr) | + 1B| De) — gr))|, 
E=1 k=1 


所 以 af 十 Bg 是 La,oj 上 的 而 变 函 数 
对 /sg, 由 于 广 g 面 变 时 一 定 有 界 ,可 设 |FCz)1 委 M， 
|g(z)| 夺 MM, xELa,5bj], 利 用 不 等 式 
|f (zx)g (xs) 一 fre_1)g Cr 1)| 
S|f rer) — fxr)g (zi) | 
+ |[f (zi_)8T) — f(r) gr) | 
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立即 知 
VOfg) < MV + Ve)), 
所 以 f，g 是 [a,5j 上 的 辕 变 函数 . 
定理 3.4 ( 约 当 分 解 ) f(z) 是 [a,5] 上 的 园 变 函数 的 充 要 
条 件 是 它 可 表 成 两 个 增 函 数 之 差 . 
证 充分 性 显然 , 现 证 必要 性 . 设 f(x) 是 园 变 函数 , 令 
AX(X) = VC 站， ZE La,p]， 
则 x(z) 非 负 单 调 上 升 ,再 令 
v(X) 一 TOZ) 一 Cr)， rE [Lab], 
下 面 证 明 wv(z) 也 是 增 函 数 . 事实 上 , 当 a<8 时 ， 
vB) — vo)= x(B) 一 Ta) 一 [LAC8) — f(a)] 


= Vf 一 [Fe) -ro 


因为 |f(B) 一 f(D |<7(CP， 所 以 vB)>>w(a) , 即 w(z) 单 调 上 升 ， 
于 是 就 得 到 了 定理 所 要 求 的 分 解 ， 
jz) = A(z) 一 VCz)， 
推论 设 /(z) 在 [a,6] 上 固 变 , 则 f(z) 的 不 连续 点 至 多 可 
列 ; f(z) 黎 曼 可 积 ; 产 (x) 几 乎 处 处 存在 有 限 , 且 六 (z) 勒 贝 格 可 
积 . 


3.2 绝对 连续 函数 和 和 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 
设 f(z) 是 [La,6b5] 上 的 勒 贝 格 可 积 孙 数 , 则 函数 
F(zx) = | fa ZE La,b] 


显然 是 La,5] 上 的 连续 团 变 函数 ,利用 ( 工 ) 积 分 的 绝对 连续 性 ,我 
们 还 可 以 得 到 F(z) 具有 更 强 的 连续 性 , 即 F(z) 是 下 面 所 定义 的 
绝对 连续 函数 . 

定义 3.2 设 f(z) 是 La,5bj] 上 的 有 限 洋 数 ,如 果 对 任意 的 s> 
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0, 存 在 6 二 0, 使 得 当 {((ai,6;)) 是 [a,b 上 任意 有 限 个 互 不 相交 的 
开 区 间 , 且 总 长 度 和 (6 一 a4)<6 时 ,有 
> | — fa)| < 


则 称 f(x) 是 La,6] 上 的 绝对 连续 函数 . 

根据 定义 读者 容易 证 明 , 绝 对 连续 函数 是 连续 的 ;绝对 连续 函 
数 关 于 和 、 差 、 积 、 商 ( 除 函 数 不 取 零 值 ) 运 算是 封闭 的 . 除 此 以 外 ， 
我 们 还 可 以 证 明 绝 对 连续 函数 必定 是 固 变 蚂 数 ,所 以 绝对 连续 函 
数 几 乎 处 处 存在 有 限 导 数 , 且 导 函 数 是 勒 贝 格 可 积 的 . 

事实 上 ,按照 定义 3.2, 取 ce 二 1, 存 在 6.0， 使 对 任意 有 限 个 


互 不 相交 的 区 间 { (a ,6.))， 当 之 / (加 一 o)<<b 时 ,有 
> ,| 一 eol 去 1 


开 


取 自 然 数 Ni 使 全 2 一 0， 将 [ab]N: 等 分 ,分 点 为 < 一 za<z 


1 


二 人 …<TZN 一 0， 对 每 个 小 区 间 Lze yzo 的 分 点 组 A:Xxi_1 二 zo 过 zi 


一 …<z 一心, 由 上 面 可 知之 /17 一 A(z-D1<l, 所 以 


V (Dl 


| 


. N] Th 
VD = DV SN, 


故 f《z) 轩 变 . 

为 了 证 明 绝 对 连续 性 是 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 成 立 的 充 要 条 件 ， 
先 建立 一 个 重要 引 理 ， 

引 理 ” 设 f(x) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 且 f°(z) 一 0, 则 
f(z) 为 常数 . 

证 ” 先 证 (5) 二 f(a), 任 给 e 汪 0; 因 为 f(z) 绝对 连续 , 则 存 
在 6 汪 0, 当 {(as,65i)) 是 [a,8] 的 任意 个 (有 限 或 可 列 ) 总 长 度 小 于 5 
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的 互 不 相交 开 区 间 时 ， 
> | Fo — fla)| <e, (3. 1) 


记 E 二 {xz€ELa,6j]; 产 (z) 二 0)}, 由 假设 mr(La,6j] 一 Ko) 二 0， 所 以 
可 取 开 集 G 必 [a,6j 一 ,使 mwG<6. 现 设 {(a4,64)) 为 G 的 构成 区 
间 集 合 . 

另 一 方面 , 当 yE [a,6] 一 GCEo 时 ,六 (y) 二 0, 所 以 存在 正 数 
有 ,使 得 z€E (y 一 h,,y 十 h,) 时 ,有 

f (2) 一 f(y) 
ZY 
这 样 , 开 区 间 族 {ary6i) 3k 二 1,2,3, 呈 了 UCy 一 hs;y 十 h,):y€ELa， 
bj 一 G}) 履 盖 了 La,6bj, 根 据 波 雷 尔 有 限 履 盖 定 理 , 可 以 从 中 选 出 有 
限 个 来 覆盖 La ,oj , 设 它 们 是 
(ai 0) ,Cam Om) CY 一 Ai 十 je 一 有 十 六 0)， 
显然 ,可 以 在 集合 {Qi,6;, yj: 一 1, 2 3 7 一 1 2 中 加 入 
适当 的 分 点 ,使 其 全 体 构 成 La ,oj 的 一 个 分 点 组 : 
a 二 Xo 和 Ti Tb， 

并 且 使 得 任何 (zi_1,zi) 必 属于 以 下 三 种 情况 之 一 : 

(1) 包含 在 某 (c 2) 之 中 ， 

(2) zi 一 Hr ioT2) CY; yj; hj), 
(3) zi1=y;, (riiTi) CYyj—hj;,y;). 
由 此 可 得 

1 7 一 Fo) | < 之 fC) 一 fre) | 


< (3. 2) 


DF fr)| 一 >) fr) — fr))) 
其 中 3 表示 对 (1) 形式 的 (zi_1,z1) 求 和 , >) 表示 对 (2), (3) 形 
式 的 (zi_1,zs) 求 和 ,按照 (3.1)，(3. 2) 可 得 
> fz) 一 fri)| < 


和 
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| zi — fri DJ1<ey i — zx) Selb 一 0a)， 


所 以 
| 7) 一 Jo | < eb a1). 


由 s>0 的 任意 性 ,得 f (6)== f(a). 

对 任 一 zxELa,6bj, 只 要 用 [a,zzj] 代 震 [a,6j] 作 如 上 讨论 , 便 得 
f(z)= 二 f(a), 因 此 ,f(zx) 在 [a,b5] 上 恒 等 于 常数 . 

定理 3.5 设 FGz) 为 区 间 [a,o] 上 的 勤 贝 格 可 积 郴 数 , 则 


后 | fa = f(x), x € [a.o]. 
证 ”对 任意 的 e 汪 0, 由 本 章 §$ 1 定理 1.7 存在 连续 函数 PCz)， 
使 得 
| | fw -wzldz<e 
对 连续 函数 g(x) ,显然 有 
所 | wood = oz)，z € [a,b]. 
现在 作 估计 
| | Ef Wd — fz) dz 


-| | 二 | ce — P12))di + PX) — f(z) dz 


dz 十 | ee 一 VCZ) |dz 


b d I 
To eo 


=| | S| gd dz 十 | |g CQ) dt， (3. 3) 
其 中 gC0 二 fQ) 一 g(t). 为 了 估计 上 式 右 端 第 一 个 积分 ,首先 证 


明 
酝 I 
| Ea gtd 


因为 | g+ (dt 和 | g- (di 均 为 上 升 函数 ,导数 几乎 处 处 存在 有 


dz < | lg ld. 
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限 , 所 以 

d f= a. €, T 工 

| sod | se (ti)dz 一 S| a- (2 dr. 
表 利 用 本 节 定 理 3. 2, 即 得 


[ls Wal < 


上 二 | sodjdz 
+ | Ee £|e- dt | de 
<|s, (1)dz 十 | = (t)dt 


=| lg ld (3.4) 
将 (3. 4) 代 入 (3. 3) ,得 
和 是 rom =- Arazs 赴 Ho -reldz<ae 
由 s>0 的 任意 性 , 知 : 
| | FE| fd — fC) a —0， 
故 所 | rd fo). 
”利用 引 理 和 定理 3. 5 立即 得 到 
定理 3.6 设 fGz) 是 La ,oj 上 的 有 限 可 测 函 数 , 则 和 牛顿- 莱 布 
尼 北 公式 
jz) — f(a) = |7 (di TE [La 
成 立 的 充 要 条 件 是 f(z) 为 绝对 连续 函数 . 


证 ”必要 性 由 积分 的 绝对 连续 性 立即 得 到 . 
充分 性 : 设 f(z) 绝 对 连续 , 则 广 (z) 勒 由 格 可 积 , 作 函 数 


Pz) = [7 (dt, 


显然 p(x) 绝 对 连续 , 且 按 定理 3.5, 有 4 (rz) 二 一 f(z), 故 车 令 
ylz) 二 f(z) 一 p(x)， 则 yl(z) 是 绝对 连续 函数 , 且 
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4, €., 


. yx) 0， 
于 是 由 引 理 知 $Cz)==%(a) 一 f(a), 这 就 是 
f(x) — fla) = |7 (dz. 

例 1 设 f(z) 是 [a,6]J 上 的 团 变 函数 , 试 证 明 f(x) 绝对 连续 
的 充 要 条 件 是 x(z) 一 V( 了 ) 是 绝对 连续 函数 . 

证 ”必要 性 : 设 了 绝对 连续 , 则 对 任意 的 e 之 0, 存 在 8 之 0, 当 
(Caisb)} 是 [ay 扫 的 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 , 且 之 / (2 一 cb < 
时 ， 


Df — flay)| < 5: 
上 . 
对 [ai,54j] 作 分 划 :a1 二 zx <z <<…<zre 一 让 ,使 
名 
VD < >)17Gz 久 ) — fr) + Fi 


因为 2 Z 1(z 凡 一 xz 多 ) 一 之 (让 一 a0) < 之 5, 所 以 
2 2) fo < 
Y 1r(bo) — zla)| = SV 
k 下 人 


去 > Nf 一 f(x) | 十 之 Fr <e. 
故 rz) 是 绝对 连续 的 . 
充分 性 : 设 x(z) 二 V (7) 绝 对 连续 ,对 任意 的 0, 取 6>0， 
使 当 {(as,64)) 是 [a,6] 的 有 限 个 互 不 相交 的 小 区 间 , 且 2 (6 一 
ai)<<G 时， 
之 |r(8) ~— rlas)| < e， 


即 
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Sv) <e. 
注意 到 |f(6) 一 f(a) 1<VC), 所 以 


6 
SRACOEEACHIE -DADE A 


是 


从 而 f(z) 是 绝对 连续 的 . 
例 2 设 f(x) ,8 (Zz) 都 是 La ,0 上 的 绝对 连续 函数 , 则 分 部 积 


分 公式 成 立 ， 
| reopg wdm + | Popgcodm = f(g) — foala). 
证 ”由 条 件 知 f(z)g(z) 绝 对 连续 , 且 
(fg (72)) fr)g' 7) + f' Cr) gz). 
易 知 | f(z)g' zydm， | f(z)g(z)dm 存在 .有限 , 所 以 
| Gong dm = | fen) Grdm 十 | PogGz)dm 
又 对 于 绝对 连续 函数 f(x)g (xz) ,成 立 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 , 故 
| Fopg am + | f(x) Cr)dm = Da) — fla)g Ca). 
例 3 设 f(z) 是 [a,5]J 上 的 绝对 连续 函数 , 试 证明 
VO = | IF Wlar. 
证 ”对 [a,5j] 的 任 一 分 划 za 一 ro<z<…<z 一 0， 
Pf 一 f(zxi_1)| = > | f' (dz <| If wl 
从 而 有 


6 pb 
VD < {IF 0 lade. 


有 反之, 令 0,= ,at (k=0,1,2,.). 01= [toti), 


对 每 个 目 然 数 ”定义 简单 函数 f(x) 如 下 : 
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™ 
So 


广 (z) = a — fl 1], rE erlk = 1,2,.",n) 
CD)， 
则 容易 证 明 f(z) 一 >f'(x), 于 是 按照 法 杜 定理 可 得 
{lf Wlam VD, 
故 
VC = | If Wlar 


“8 4 抽象 测度 与 积分 。 富 比 尼 定 理 


设 XX 是 任 一 集合 ,x 是 X 的 一 个 go 代数 . 本 节 我 们 将 给 出 
构造 抽象 测度 Ap 的 一 个 标准 技巧 ,利用 这 个 方法 可 以 得 到 R( 或 
R") 上 的 Lebesgue 测度 ,同时 ,我们 介绍 了 w 可 测 函 数 和 积分 概 
念 ,讨论 了 乘积 空间 上 的 乘积 测度 和 关于 交换 积分 次 序 的 富 比 尼 
定理 . 

4.1 c 代 数 上 的 测度 及 其 初等 性 质 

我 们 在 第 八 章 8$ 3 中 已 介绍 了 一 个 集合 XX 的 子 集 类 -ez 为 
代数 是 指 -ex 要 满足 条 件 :(1) XE.or，(2) 车 4,BE.or, 则 4U 
B,A— BE , (3) 车 4 一 U4 AEA I-1,2,3,…), 则 AE 
4 

易 知 条 件 (2) 中 4 一 BE .x7 可 换 成 AE ex; 又 若 4 一 门 4， 
AEA (=1,2,3,), 则 AE xy. 

例如 (1) 若 -x 是 XX 的 一 切 子 集 组 成 的 集 族 , 则 xx 是 和 上 的 
一 个 oo 代数 . : 

(2) 令 -xf 二 {名 ,X}, 则 -x 是 一 个 oa 代数 . 
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(3) 设 和 一 R,，.-ox 是 形 如 (4a,6]，(a, 十 oo0) 或 者 (一 oo0,5] 的 有 
限 多 个 区 间 之 并 和 空 集 名 组 成 , 则 -7 是 R 的 一 个 代数 ,但 -ez 不 
是 一 个 o 代数. 因为 有 界 开 区 间 (a,5) 是 -eex 中 可 列 个 元 素 之 并 ， 
所 (a ,6) EY., 

设 并 是 一 个 集合 ,多 是 X 的 子 集 族 . 按 第 八 章 定理 3.3, 存 
在 唯一 的 一 个 XX 的 包含 多 的 最 小 代数 , 记 作 c( 多 ), 称 作 由 有 多 
生成 的 o 代数 ;由 R” 中 开 子 集 族 生成 的 o 代数 称 作 R" 的 Borel o 
代数 , 记 为 多 CR"),， 多 (R") 中 的 集合 称 作 R" 中 的 Borel 集 ,n==1 
时 , 记 为 多 (R). 

定理 4.1 R 中 Borel o 代数 多 (R) 也 是 下 列 集 族 之 一 生成 
的 o 代数， 

(1) 所 有 闭 子 集 ， 

(2) 所 有 形 如 (一 co,6] 子 区 间 全 体 ， 

(3) 所 有 形 如 (a,5j 子 区 间 全 体 . 

证 ”我们 用 多 ,多 ;,% 分 别 表 示 由 集 族 (1),(2),(3) 生 成 的 
5 代数 ,首先 证 明 光 (R) 忆 ,了 B, 卫 BB,, 然 后 证 明 家 :一 有 (CR). 

因为 多 (R) 中 包含 R 的 一 切 开 子 集 , 且 关于 求 补 运算 封闭 ， 
因此 多 (R) 是 包含 一 切 闭 子 集 的 o 代数 , 故 儿 (R) 忆 和 B. 

由 于 (一 co ,bj 是 RR 中 的 闭 子 集 , 故 ( 一 2,65]E 络 |, 这 就 可 得 
到 

HB, C HB. 

因为 (a,6]==( 一 ,56j 门 (R 一 (一 oo,a] )). 所 以 (ap]E 瑟 ，， 

从 而 
B,C HB,. 
最 后 ,由 于 开 区 间 (a,6) 一 U |a,5 一 二 |E Bs, 则 每 个 开 集 G 


6 有 ,从 而 


BR) C HB,. 


同 理 ,我 们 可 以 证 明 多 (R") 也 是 由 下 列 集 族 之 一 生成 的 o 代 
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数 ， 
(a) RR” 中 的 闭 子 集 全 体 ， 
(b) 一 切 形 如 {zi oh) Zi<0, 对 基 一 个 指标 1 和 实数 
6b} 的 集合 ， 
(c) 一 切 形 如 1 人 《zi 2 li<< Ts 入 Di z 一 1,2,… 2) 的 集 
合 . 
定理 4.2 设 x 则 XX 的 一 个 代数 ,阁下 列 两 条 件 之 一 成 立 : 
(1) .eof 关于 递增 集合 序列 之 并 封闭 ， 
(2) -oz 关于 递减 集合 序列 之 交 封 闭 ， 
则 .ez 是 一 个 oa 代数. 
证 (1) 设 4E27,i=1,2,3,…, A=U4i, 令 B=UA4， 
则 B, 递增 , 且 UBs 一 UA 一 4, B,E.9, 故 A 一 UB,E97 7 
是 一 个 o 代数 . 
(2) 任 取 -ee 中 递增 集合 序列 {4;}, 则 {名 4,} 是 -x 中 递减 集 
合 序列 , 据 (2) NA) EL, 则 
U4.=% NA) e -or 
故 条 件 (1) 成 立 , 从 而 -x 是 一 个 o 代数 . 
定义 4.1 设 .ex 是 了 上 的 一 个 oo 代数 , 阁 沙 数 pw:-ez 一 [0， 
(2) 加 4;E -er ， A A4;= $2， 1 天 7 1, 7 一 1,2,3，……, 则 
ApCU4) = 之 /HpC4)， 
则 称 “是 .or 上 的 一 个 测度 , 称 (XX, ,yp) 为 测度 空间 . 
一 般 地 ,也 称 (X,-ezr) 为 可 测 空间 ,ez 中 元 素 称 为 可 测 集 . 
注 如果 pex-~>[ 一 co, 十 co)( 或 (一 ce, 十 co]) 且 满足 定义 
4. 1 中 条 件 (1)，(2)， 则 称 Ap 为 广义 测度 ; 如 果 /允许 取 复 数值 ， 
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则 称 y 为 复 测度 . 

例如 : 

(a) 若 4E.ez 为 有 限 集 ,n 为 4 的 元 素 个 数 , 规 定 KRC4) 一 m， 
若 4E .ez 为 无 穷 集 ,规定 kw(4) 王 十 ceo, 则 0 为 (Xe 上 的 一 个 


计数 测度 . 
(b) zEX ,定义 函数 0.:-ez 一 [0, 十 ceo] 如 下 :4Eer， 
1 ， 洛 广 GE 44， 
0,.(A) = _ 
CA) 0， 若 工 筷 44， 


则 6; 是 一 个 测度 ( 称 作 集中 于 z 的 点 质量 ). 
定理 4.3 (测度 的 初等 性 质 ) 设 ( 人 ,om) 是 一 个 测度 空 
间 , 则 
(1) 单调 性 : 若 4,BE.eo ,4CB, 则 Ap) 委 ]LCBD)i 又 看 ApLC4) 
< 十 co , 则 
HA 一 4) 一 HA) — (4), 
(2) 次 可 数 可 加 性 : 设 每 个 4E.ox ,一 1,2,3，…， 则 
ApCU4 < Pua), 
(3) 设 (4.) 是 .ez 中 的 递增 集合 序列 ， 则 
pCU 4,) 一 limp(A,), 
(4) 设 {4,} 是 -x 中 递减 集合 序列 , 且 存 在 no, 使 py(4, ) 一 
十 ce , 则 
AL N 4.) = limp(A,). 
本 定理 的 证 明 同 第 八 章 中 Lebesgue 测度 m 的 性 质 , 故 略 . 
设 4 是 (Xe 上 的 一 个 测度 , 若 LUGCX)< 十 ce， 则 称 ww 是 有 
限 测度 ; 若 X= 4.，AiE -or, 且 ApC4D)< 十 co,i 一 1,2,3，, 则 
称 kw 为 gg 有限 测度 . 
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4.2 外 测度 和 勒 贝 格 测度 


定义 4.2 设 X 是 一 个 集合 , 安 (X) 是 和 的 所 有 子 集 组 成 的 
集 族 ,如 果 函 数 A :CX)>[0, 十 oo jj 满足: 

(1) Ap (2 )=0, 

(2) 单调 性 :车 ACBCX, 则 jy* (A ep (B), 


(3) 次 可 数 可 加 性 : /所 (U4,) < > (A,), 
则 称 yx* 为 X 的 一 个 外 测度 . 


例如 、: 
(a) A : SCX) 一 [0, 十 ce] 定义 如 下 
0， 4 一 分， 
其 A 一 
/ 和 A 80， 


则 yg* 是 一 个 外 测度 . 
(b) 设 X 是 一 无 穷 集合 ,规定 
0， 4 为 有 限 集 ， 
1， 4 为 无 限 集 ， 
令 4 一 (as 一 1 2,3，…) 则 pc) 一 0，]p (4)=1, py*' (4)> 


= | 


和 pCa,)，p* 不 具有 次 可 数 可 加 性 , 故 px 不 是 一 个 外 测度 ， 
(c) R 上 的 Lebesgue 外 测度 和 2 定义 如 下 :ACKR, 令 
m* (A) = inf{ D8 — a): Uasb) S A}. 


定义 4.3 设 性 是 和 上 的 一 个 外 测度 , 子 集 ECX 称 作 证 
可 测 的 ,如 果 对 一 切 ACX 成 立 
pr 4) 一 Ap (A E+ AN GCE). (4. 1) 
利用 y* 的 次 可 加 性 ,定义 4. 3 中 (4. 1) 式 等 价 于 
Ap (A) 之 pj (A EE) (A CGE),Y ACX, (4.2) 
又 在 Ap (4) 二 十 吕 , 则 (4.2) 显 然 成 立 , 故 (4.2) 只 要 对 Ap 04) 到 
十 ce 的 集合 4 成 立即 可 . 
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例 1 设 y* 是 匀 上 的 一 个 外 测度 ,ECX, 阁 A (五 ) 一 0 或 者 
mr (ZE)=0, 则 巨 是 py* 可 测 的 . 

证 设 w*(E)==0( 或 1* (BFE) 二 0), 由 yy* 的 单调 性 , (4.2) 
等 价 于 

pr (A4) 宇 jp* (A NN GE) (或 4° (A) 之 1* (A NE)), 
由 于 4 站 EE,4N 站 ZECA, 再 利用 py* 的 单调 性 知 

px" (4A) 之 pj.* (A NN GE) (或 jp (4A) 之 pp* (4 NN EE)), 
故 (4.1) 成 立 , 即 EE 是 yy* 可 测 的 . 

定理 4.4 设 x’ 是 和 上 的 一 个 外 测度 ,用 M,: 表示 X 的 所 
有 4' 可 测 子 集 , 则 

(1) M, 是 一 个 c 代数 ， 

(2) py* 限制 在 M,* 上 是 M,* 上 的 一 个 测度 . 

证 ”由 例 1 知 空 集 儿 和 XX 本 身 都 是 y* 可 测 的 , 即 XEM,， 
车 EE M,* , 则 对 一 切 ACX, 有 

4*(A)= pp* (h(E)+ 4* (A NN CE), 


即 
4"*(A)=p* AN CGE)+ (ANMN GGE)), 
故 安 EEM， 
设 五, 有 EM ,我们 证 明 E1UE,EM,:. 任 取 4CX, 因 为 
EEM,:, 则 


A (Af CE UU ED)) = (Af) CE U E,) (| E) 
+ p* (A NN CE U E,) (| GE) 
一 Ap (A NN E) + pA NN ZE NN E,), 
又 因为 多 (E1UE,) 一 ZE NZE,, EE M,: , 则 
p* (AN EU ED)) + pAN (GE, UE,))) 
一 pr (4 NN ED) + p* AN GE, NE,) : 
+ pp’ (Af) GE (| GE;) 
=p4" (A (IE)++ pp (ANMNYGE) = py (A), 
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即 EU Es€ M, ，M,* 是 一 个 代数 ， 
现 设 iE;} 是 M,* 中 不 相交 的 集合 序列 ,由 归纳 法 可 得 
1° A) = Dp (AN ED + pAN CATE)), (4.3) 


对 所 有 ACX,n 二 1,2,3,… 成 立 . 
事实 上 ,n= 二 1 时 ,(4. 3) 显 然 成 立 , 设 =n 时 (4. 3) 成 立 ,考察 
kk 一 n 十 1 ,注意 到 EriEM,*，(E;) 互 不 相交 , 则 


p° (AN NGE)) =p° (AN (NGE) N Er) 
n 十 ] 
+ p° (AN (NTE)) 


= (AN Er) + p° CAN ON GE)). 
据 4 一 对 时 ,4. 3) 成 立 ,并 利用 上 式 可 得 


捍 


p* (A) — Su (A NE,) 


=p° (AN ED) +p ANGUED)). 
这 就 证 明了 (4.3) 对 =n 十 1 成 立 ,; 在 (4.3) 式 中 用 jy* (4 门 
(由 ZE))=p* (AN (ZUE)) 来 代替 p* (AN (NZE))==p* (4 
站 (ZUE)) 得 不 等 式 
DF DANE)D+AANG UE)) (Wn), 
i=1 一] 
pM) Dp (ANE)+p AN (GUE)), (4.4) 


所 以 
pA Pp ANUE) + pu AN SUE)), 


从 而 UEE M,. 对 M,* 中 任 一 集合 序列 {,) , 令 
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n—1 
Bi 一 hi, BbB,,， 一 E, El, B, 一 Ek, UE,, 


则 UE UB , 且 {B,) 互 不 相交 ,每 个 BE M,* , 帮 UE UB.e 
M,: ,M.. 是 一 个 5 代数 . 
最 后 证 明 jy* 限制 在 M. 上 是 一 个 测度 , 即 证 明 必 在 M.… 上 
其 有 可 数 可 加 性 . 任 取 {E}CM,: ,E; 互 不 相交 ,在 不 等 式 (4. 4) 
中 用 UE 代替 4 就 可 得 
Ap (UE) > 2 (E,), 
但 据 y* 的 次 可 数 可 加 性 
p (UE) < 之 /jp (Ei), 
故 
p* (UE) = Dr (E). 
EE Mr ,上 的 测度 记 作 py(E) 二 jp"(E)， 如 果 用 M。 表 示 R 
的 Lebesgue 可 测 子 集 全 体 ,AE M,* ,A 的 测度 记 为 m(4), 我 们 


知道 BR)CM,: 
例 2 设 g(z) 是 定义 在 R 上 的 实 右 连续 增 孙 数 ,A4CR, 规 定 


Am (A) = inf (Dg 6 — 0) — g(a) Ua, 6) > A), 


则 类 似 于 第 八 章 定理 1 2 我 们 可 以 证 明 yj* 是 RR 上 的 一 个 外 测度 ， 
上 旦 使 4 三 [La,O4 时 
L(A) 一 SO) — g(a 一 0). 
事实 上 ,p* 的 单调 性 和 Ap (他 ) 一 0 显然 , 设 4= U4， 为 了 

”书写 方便 起 见 , 对 开 区 间 7= (ae,p) , 记 

So 一 0) ~ g(a) = (DD). 
任 给 s 之 0, 由 y' 的 定义 ,对 每 个 i, 存 在 开 区 间 列 {1;,) (j==1,2， 
3，…) ,使 
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于 是 _ _ 
U4 CU 
目 | 
D1, = 2 2 < Du (C47) 十 去) 
一 > (A,) 十 s， 
则 本 


pt (U4) < > (4;) 十 e 
由 于 e>0 是 任意 的 ,所 以 
A* (Ua) < > (A,). 
下 面 证 明 4 二 上 a,5j] 时 ,py* CA) gC6) go 首先 ,由 于 g (x) 
为 右 连续 增 函 数 ,| 一 工 ，5 十 二 | 忆 [e, 们 , 接 py" (4) 的 定义 知 
Ap (4) 委 5) — g(a 一 0). 
另 一 方面 , 任 取 U (ai,6) 刁 [4,5], 据 有 限 覆 盖 定 理 ,存在 自然 数 


n, 使 U (ai,6) 习 [a,5], 不 妨 设 b>0b， C1<Q， Qi < Oil, 1 二 2， 
3，… 9 77， 则 g(b,—0) 之 g (2),， g(a1)g (a—0), 
D6 — 0) — g(a)) 之 之 (CC 一 0) — gla)) 
之 g (b, — 0) — g(a1) 


SCOD) — g(a 一 0)， 
从 而 
Ap (A) 之 g(6) — g(a 一 0)， 
这 样 就 证 明了 jx* (4) 二 gC) 一 g(a 一 0)， 
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我 们 称 由 例 2 定义 的 外 测度 y* 产生 的 测度 为 L-S 测度 , 我 
们 还 可 以 证 明 多 (R)CM,*. 


对 于 L-S 测度 ww, 如 果 c= {a )=N |e 一 一 ， a 十 声 |， 则 
pw) =lim| gl< 十 元 | 一 & 


=g(a) 一 g(a 一 0)， 


从 而 
HAC(Cap]) 一 ApCLe 8) 一 Ata)) = g(B) ~— g(a), 
Kl((a,P)) =g(P 一 0) 一 ECe)， 
ALa,p)) = 一 E(8 一 0) — g(a — 0). 

特别 地 , 当 g (zx) 二 x 时 ,这 个 L-S 测度 就 是 Lebesgue 测度 . 


4.3 可 测 孙 数 与 4 积分 


设 XX 为 任 一 集合 ,x 是 半 上 的 一 个 oo 代数 ,我 们 称 (X ,<x ) 
为 可 测 空 间 , 如 果 /是 -ex 上 的 一 个 测度 , 则 称 (X,27 ,py) 为 测度 
空间 ,类 似 于 Lebesgue 可 测 函 数 我 们 定义 可 测 函 数 如 下 . 

定义 4.4 设 (X,.2) 是 可 测 空 间 ,EE x9, 称 函 数 f:E 一 
[一 ce ,十 se] 关于 -zx 是 可 测 的 ,阁下 列 条 件 之 一 成 立 : 

(1) 对 任 一 实数 a,E(f>>a) € x， 

(2) 对 任 一 实数 a,E(f 之 a) € x ， 

(3) 对 任 一 实数 a, E(f<<a) Ex， 

(4) 对 任 一 实数 a,E(f 二 a) Ex, 

定义 4.4 中 条 件 (1) 一 (4) 的 等 价 性 显然 . 如 果 取 多 二 尺 ， 
-x 一 各 (R)， 则 称 -x 可 测 画 数 了 为 Borel 可 测 渔 数 ;又 大 4 为 
-zx 上 的 一 个 测度 , 则 称 -ee 可 测 函 数 为 4 可 测 落 数 . 

定理 4.5 设 XR，(R,.x) 是 可 测 空 间 , EE f;:E 一 
(一 c2 ,十 cc)， 则 下 列 条 件 等 价 ; 

(1) 三 是 .ee 可 测 的 ， 

(2) 对 任 一 开 集 VCR， 广 VDE ， 
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(3) 对 任 一 闭 集 FCR， 广 :CF)E -er， 

(4) 对 任 一 BEB(R), /1(B)E -er 

证 ”由 (4) 一 (2)，(4) 一 (3) 以 及 (2) 或 (3) 一 (1) 是 显然 的 , 故 
只 要 证 明 (1) 二 (4). 令 

F = {BCR: f(B) E -or)， 

证 明 多 是 尺 上 的 一 个 c 代数 , 且 包 含 形 如 (一 ce ,65j 这 样 的 区 间 . 
因为 f° (R) 一 瑟 E-o ,所 以 REF ,由 ff"'( 儿 B) 二 E 一 f'(B) 可 
知 BE 时 ,BE ,由 /1(UE,) 一 Uf"1(E,) 以 及 .7 是 一 


个 o 代 数 , 若 每 一 个 EEF, 则 必 有 UEE ,因此 8 是 一 个 o 
代数 . 又 因为 是 -x 可 测 的 ,由 定义 4.4 知 , 广 :(( 一 cp])E 
- , 放 ( 一 ceojE 宛 ,从 而 到 (CR)CC 多 , 即 (4) 成 立 . 

类 似 于 Lebesgue 可 测 函数 的 性 质 , 对 -eg 可 测 (Cw 可 测 ) 函 数 
同样 成 立 . 特别 地 , 设 有 测度 空间 (和 -oz ,pj),， EE -er ， 三 E> 
[0, 十 cejw 可 测 , 则 存在 五 上 的 非 负 上 升 的 简单 函数 序列 (9 
(7)}, 0<n (TSR Sr 使 limp (x)=f(z), 这 
里 简单 函数 (zx) 的 构造 方法 同 第 九 章 § 1 中 介绍 的 . 

完全 相同 地 ,我 们 可 以 定义 p 可 测 函 数 关 于 测度 A 的 积分 ， 

定义 4.5 (py- 积 分 ) 设 (X ,x ,pj) 为 测度 空间 ,EE er， 


GD) 设 gkz) 为 非 负 简单 函数 ,pCz) 一 和 xs (x), 其 中 UA 
二 ，A; 互 不 相交 , 则 规定 


~. 名 


| gz)dn = Dp(A), 


这 里 约定 0。 十 ce 一 十 co。0 一 0， 
(2) 设 f(z) 宇 0， 上 可 测 ; 则 规定 


| epdn= sp | pdx (有 限 或 十 00)， 
E 0 和 PS E 
当 右 边 的 值 为 有 限时 , 称 f(x) 为 可 积 . 否则 就 说 Fz) 的 积分 
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值 为 十 co; 

(3) 设 flz)p 可 测 ， 则 规定 

| fax= | fr dn— | fap 

当 右 边 两 个 积分 均 有 限时 , 称 了 为 人 可 积 , 记 作 ELCp). 

4 可 积 函 数 的 性 质 完 全 与 ( 工 ) 可 积 函 数 的 性 质 相同 ,特别 地 ， 
对 py 可 积 函数 , 勒 维 定理 、 逐 项 积分 定理 \ 法 杜 定 理 以 及 控制 收敛 
定理 均 成 立 , 所 有 y 可 积 函 数 性 质 的 证 明 以 及 积分 序列 极限 定理 
的 证 明 也 与 CL) 积分 相同 ,这 里 从 上 略 . 

例 3 设 (X,-zx ,py) 是 一 个 测度 空间 ,f:X>[0， oo] 是 4 可 
测 的 ,对 每 个 EE .x9 , 令 


v(E) = | av 
,是 x 上 的 一 个 测度 . 
证 设 E= 避 包 , 忆 互 不 相交 ,Xe * /= xp 
oF) = | Kefdp, vE) = | Xsfdp 
因为 0, 由 逐 项 积分 定理 ,立即 得 
v(E) = Sw,). 
由 uCE) 的 定义 ;0(2) 一 0; 故 是 一 个 测度 . 
4.4 ”乘积 测度 和 富 比 尼 定 理 


类 似 于 古典 分 析 , 在 具体 的 计算 和 应 用 中 ,往往 必须 把 高 维 空 
间 的 情况 转化 为 低 维 空间 来 考察 , 即 研究 重 积分 与 累 次 积分 关系 ， 
交换 累 次 积分 次 序 问题 . 本 段 将 通过 建立 测度 空间 (X,-27 ,py) 和 
(Y ,多 ,的 乘积 空间 XXY 上 的 乘积 测度 xXw 来 导出 重 积分 化 
为 累 次 积分 计算 和 交换 积分 次 序 的 富 比 尼 定 理 . 
设 (X,-eox) 和 (y, 红 ) 是 可 测 空间 , 笛 卡 尔 乘积 入 XY 一 {(z， 
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y) :TEX,yEY) ,例如 R: 一 RXR. 如 果 4CX, BCY, 称 AXB 
为 了 XY 内 的 矩形 ;车 4E.-eoz ,BE 瑟 , 则 称 AXB 为 带 有 可 测 边 
的 矩形 . 我 们 用 -x XxX 多 表示 由 (4A4XB.:4E.x\,BE 游 ) 生 成 的 
XY 上 的 o 代数 ,并 称 它 为 o 代数 ef 和 多 的 习 积 , (XXY,.xX 
多) 是 一 个 可 测 空 间 . 
定义 4.6 (1) 设 瓦 是 和 XY 的 一 个 子 集 , 任 取 xEX, 令 
E, = {y:(x,y) € E), 
称 五- 为 五 的 z 截 口 . 同样 ,对 yEY, 称 
也 一 {ZT; (X,Y) 各 E} 
为 的 y 截 口 . 
(2) 设 fl(zx,y) 定 义 在 XXY 上 ,将 过 固定 ,看 作 y 的 函数 , 记 
为 f(y) 二 f(z,y), 称 fCy) 为 的 z 截 口 ;将 yy 固定 ,看 作 z 的 
函数 , 记 为 户 (z) 一 jcy)， 称 户 (z) 为 了 的 y 堆 口 . 
定理 4.6 设 (X, -和 (7, 家 ) 是 可 测 空 间 , 则 
(1) 乘积 空间 (XXXY,-ox Xx 多 ) 的 每 个 可 测 集 EE 的 截 口 是 可 
测 的 ; 
(2) 车 ff:XXY>[ 一 0, 十 吕 oj 是 xX 多 可 测 也 数 , 则 f(y) 
是 一 可 测 函 数 , 户 (z) 是 x 可 测 函 数 . 
证 (01) 设 zEX, 令 
FF = {ECXXY.E, EH), 
只 要 证 明 久 污 ex X 缆 . 为 此 ,我 们 证 明 多 是 包含 ‘(AXB:AE 
2 ,BE 多 } 的 oo 代数 .注意 到 , 当 AE€.2,BE 多 时 
(A x B). = B,， rE Ad, 
Z， 工区 4， 
则 (4XB).E 珈 , 从 而 4XBE 罗 ,特别 XXYE 罗 ,再 利用 等 式 


(GE)。 一 GE, (UE), = UE,)., 


立即 知 多 关于 “ 求 补 ?和 “可 列 并 ?运算 封闭 ,因此 多 是 一 个 o 代 
数 , 且 多 有 (4X 了 :4E.Wr BEB}, 故 .XXX 瑟 CC 多 , 即 五 .是 可 
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测 的 , 同 理 可 证 ,E? 也 是 可 测 的 . 

(2) 因为 是 .xX 多 可 测 函 数 , 则 对 任 一 实数 a， 

{Ty): f(r sy) > a Eo XW. 
国定 xEX， 
{y;f:(y) > 4) ={y:f (zr,y) > a) 
一 ((zyy): f(r,y) > a), 

上 式 右 端 是 可 测 集 的 z 截 口 ,由 (1) 知 f(y) 是 多 可 测 的 , 同 理 
户 (z) 是 -ez 可 测 的 . 

设 (X,-x ,J) 和 (了 Y, 多 ,v) 均 是 测度 空间 ,下 面 利 用 测度 kw, 
来 建立 (XXY,.x X 坟 ) 上 的 测度 

定理 4.7 设 ( 久 ,x ,pW 和 (CY, 多 ,v) 部 是 oc 有限 测度 空间 ,如 
果 EEEexfX 名 ， 则 函数 f(z) 二 v(E,) 是 可 测 晴 数 , 函 数 g(y)= 
KC(E”) 是 ov 可 测 函 数 . 

证 ” 先 设 "是 有 限 测度 , 令 

二 {EE€ XX :f(z) = v(E,) 是 可 测 函 数 )， 
只 要 证 明 多 是 包含 (4XB: AE.x， BE 加} 的 0 代数, 就 可 知 
多 二 .of X 久 , 则 f(x) 二 =v(E,) 是 44 可 测 函 数 . 

事实 上 由 理 4.6, ,EE 史 , 则 vlE,) 有 定义 ,因为 当 E==AX 
有 ,其 中 4Eer ,BE 有 瑟 时 ， 

B, rE A, 
b= 个 ， rE€A, 
所 以 E=AXB 时 有 ,v(E,) 二 vB)Xs4(x)， 特征 肾 数 X4 《zx) py 可 
测 , 故 FKz) 一 wx) 必 可 测 , 即 4XE 多 ,特别 地 和 XYE 多 
因为 (ZE),=C(E,), v EE),)=v7)—v(E,), 所 以 EE FR 时 ， 
必 有 GEEF, 又 奉 Fi, Ez:€E FH, 五 ; 门 五 : 一 好， 则 (CE; UE,),= 
(ED-U (Es),, HCEDN (EE:),= ,AM. 
v CCE: U ED) = v (ED.) + vO(E,),), 

v((E1UE;);) 是 两 个 y 可 测 函 数 之 和 , 必 4 可 测 ,E1UE€E 访 , 故 
六 是 一 个 代数 ， 
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注意 到 者 {E,) 是 多 中 的 浙 张 序列 , 则 
oCU ES) = limv((E,)), 
右边 是 上 可 测 函数 序列 的 极限 , 必 可 测 , 故 U EE 多 ,根据 定理 
4.2, 多 是 一 个 5 代数 ,上 面 已 证 多 字 . 坟 X 静 ,所 以 多 一 - 巡 XX 
多 ,从 而 对 任 一 EVX 儿 ,v(Es) 是 py 可 测 的 . 

现 设 v 是 。 有 限 测度 , 令 了 一 UD,, D,€ 多 , D, 互 不 相交 , 且 
v(D,)<oo,， 1 一 ,2 3，…， BE, 邻 v,(B)=v(B8NM D,), 则 Un 是 
(Y, 和 名) 上 的 一 个 有 限 测度 ,由 第 一 步 所 证 ,对 每 一 个 n,v,(E,) 是 jp 
可 测 的 . 

任 取 EE2f XB,Es=U (END),v(E,) 一 之 /vw.(E.), 族 


(五 -) 是 4 可 测 的 . 同 理 可 证 w( 五 "7 是 “可 测 函 数 . 
定理 4.8 设 (X,-e ,1/) 和 (Y, 吉 ,v) 都 是 oc 有 限 测度 空间 , 划 
存在 唯一 的 o 代数 .x X 儿 上 的 oc 有 限 测度 ,使 
ACA xX B)= 1.4) XUB) (VY AE ,BE HBB) (4.5) 
对 一 切 下 Eee X 静 ,有 


ACE) = | vBEdn — | pCE’) do, (4. 6) 


测度 人称 作 x 和 vw 的 绞 积 测度 ”并 记 4 一 AX 以 
证 ”对 任 一 玉 E.orX 静 ,由 定 理 4.7 知 v《E,),， J4《E?) 是 非 负 
可 测 函 数 , 故 可 定义 -xf X 多 上 的 非 负 函数 久 ,4s 如 下 : 


CE) = [W207 

1E) 一 | Edn 
易 知 必 .( 必 )= 二 (名 )= 二 0, 若 { 五 )} 是 .orX 否 中 的 互 不 相交 集合 序 
列 , 巨 = 品 已，yEY,， 则 { 碟 } 是 -ex 中 互 不 相交 的 集合 序列 , 且 忌 
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= 山本 ,因此 ,p(B?) 一 之 /py( 成 ), 则 据 逐 项 积分 定理 ， 


ACE) =| Ju(E?)dv = > | ACEy)db 
Yr JY 


= > ,AE,). 
于 是 大 是 可 数 可 加 的 ,类 似 可 证 h 也 是 可 数 可 加 的 , 且 当 AE .x， 
BEB, E=AXB 时 ,vw(E,)=v (BXa Cr), uF’)= yA) Xgly), 
则 
iCA x B)= nA) Xx vB) = ,A x B), 

故 丸 , 是 -xX 多 上 的 满足 (4.5) 的 两 个 测度 ， 

下 面 证 明 满 足 (4.5) 的 .x X 多 上 的 测度 必 唯 一 ,从 而 (4. 6) 
也 成 立 . 设 存在 -orX. 咖 上 的 两 个 测度 加, 使 4E.ez ,BE 如 
时 ,有 入 (AXB)== 和 (AXB)=u(A4A)Xv(B), 今 

F = {EE xX BNE) = hE)), 

只 要 证 明 多 一 .orX 鹏 , 为 此 先 证 明 多 是 一 个 c 代数. 不 妨 设 
~w 履 均 为 有 限 测 度 ,于 是 由, 因 也 是 有 限 测 度 ,显然 并 XYE 罗 , 且 
FO{(AXB,AELY BEB}, EE EFEFR, ECFEH, 则 
AF CoE)=AF) AE) = NEF) ~ AE) = NF — EE), 
即 F 一 EE 多， 从 而 车 巨人 多 ， 则 一 定 有 FEE. 

设 {E,} 是 多 中 互 不 相交 的 集合 序列 ,已 = UE,， 则 


NE) = DNCE,) = DhE,) = hE), 
如 一 二 天 一 
故 忆 E .多 ,多 是 一 个 rc 代 数 , 安 站 -ezX 末 ,从 而 多 一 -orX 且 , 这 
就 证 明了 大 一 居 ， 满足 (4.5),(4. 6) 的 测度 唯一 , 记 作 1 
如 果 y,v 是 o 有 限 测度 ,可 仿照 定理 4.7 那样 证 明 , 
最 后 证 明 测度 4 的 有 限 性 , 设 X=U 4,, 4,€27, Ap(C4)< 
十 ceo， 了 一 UB B,€E %, DB) 十 ceoy 1 一 1 2 3，…， 则 
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X XY=UA, X Ba)) A, X B,E€ .x X%, 
ACA, X B,) = pA,) X vB,) <+ oo, nm = 1,2,3,"), 
因此 4 是 co 有限 测度 . 
将 定理 4.8 应 用 于 R?, 可 以 证 明 2B(R?)= 一 (R)XB(R), 令 
m 是 儿 (R) 上 的 () 测 度 ,4 为 ( 工 ) 测 度 rr 与 和 的 乘积 测度 ,得 到 
多 (R?) 上 的 一 个 测度 4, 满 足 
Al(a,bl| XxX (cd)= (4d — c)0— a) 
= m((a,b]) x mlle,d|), 
由 此 ,可 以 证 明 乘 积 测度 4 等 于 Ri 上 的 Lebesgue 测度 m; (详细 
证 明 可 参阅 文献 [L111). 
现在 ,我们 考察 重 积分 


| /x dp Xx v)， 


与 累 次 积分 
[dd Foranao = | | flr,ydp a, 


[fod = | fez, 9d)dy 
的 关系 . 
定理 4.9 ( 富 比 尼 定 理 ) 设 ( 代 ,-o,j 和 (7 ,有 否 ,w 四 都 是 c 
有 限 测 度 空间 ,jj 和 XY->[ 一 cc, 十 co 是 yxXvw 可 测 函 数 ， 
(1) 如 果 f(x,y) 是 uxXw 可 积 函 数 , 则 广 (y)，(CP(Cz)) 对 几 
平 所 有 的 x《y) 关 于 wA) 可 积 , 且 
| f(z,9)d(p X v)= | dd fez,wardy 


= | fr, wdnav (4.7) 


(2) 如 果 | f(x,y) | 的 两 个 累 次 积分 中 有 一 个 存在 , 则 f(z;y) 
必 yxXu 可 积 , 从 而 C4.7) 式 也 成 立 ， ， 
证 (1) 由 对 称 性 ,我 们 只 要 证 明 (4. 7 中 的 第 一 个 等 式 . 
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第 一 步 . 设 f(z,y) 二 Xa(z,y)， 则 f(y) 二 Xs (y)， 按照 定 
理 4.8, 有 
| X(T YI dp X 0) = X UDC 五) =| vC(E,)dr 
XXY x 


=| (| 和 cpodmadn 


=| (| redmdu， 


故 (4.7) 对 特征 函数 Xs (x,y) 成 立 , 从 而 (4.7) 式 对 简单 沙 数 也 成 
立 . 

第 二 步 . 设 Fz,y) 亏 0，(CXo 可 测 , 必 存在 非 负 上 升 的 简 
单 函 数列 f(z,y) 一 f(z,y)， 由 第 一 步 所 证 


| Feed x = | (mczsododn 
虽然 | f.(z,y)dv 也 是 非 负 上 升 的 y 可 测 函 数 序列 , 由 Live 定 
理 ， z 
| fieswdey Xv) 一 | fe pander 
第 三 步 . 对 一 般 的 CyXw) 可 积 肾 数 f(x,y), f= 了 ;一 f_， 
| flea x v) 一 | 六 d(x X D) 一 | 大 d(x Xx v), 
其 中 | 六 dl(y Xv) < 二 十 ce， | 大 d(H x v) 二 十 ce, 由 第 二 
步 所 证 
| 六 d(g XxX v) = | (zy)dv)dpg < 必 十 ce， 
| 六 d(x X Du) = | 六 (x,y dv dr < 十 co， 
改 | Cz,ydv 和 | f- (zy)dv 对 几乎 所 有 存在, 从 而 
| fey 对 几乎 所 有 zz 存在 , 且 
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| fry dn x vw) = | (| fr, yd dy. 
TxY x 了 


(2) 由 (17 的 第 二 步 证 明知 , 当 jz,y) 关 0,AXu 可 测 函 数 时 ， 
一 定 有 (4.7) 成 立 ,将 这 一 结果 应 用 于 | .zyy)1 ,立即 知 f (x,y) 
wxu 可 积 ,再 应 用 (1) 的 结论 ,立即 知 (2) 成 立 . 

例 4 设 E=(C0,1)X (0,1)， 


2 _ 2 
f(xX,y) 一 Cr yy ， (X,Yy) EE, 
Kk 二 v 是 Lebesgue 测度 , 则 
1 fi _f ] x 
L/wardn = | Fa 


1 1 1 —- 1 A 


由 定理 4.9 知 f(zx,y) 在 上 关于 (Xv) 不 可 积 . 
例 5 设 1>0， 4Cr[a, 疏 (CD) 可 测 , 试 证 明 


b 
去 | m(AN (zx— hz hdzr < mA). 


证 ”注意 到 x 一 4h 过 :过 zx 十 h 等 价 于 1 一 Ah 二 x 二 t 十 h， 利用 证 
比 尼 定理 可 得 


] fe bp fs 
去 | m4 NM (rzC—h,zh))dzr = 让 | dz| Kan rer (2)dz 
1 b 5 
一 辫 | az| Xa tIX sp, rt (Ed 
1 pb 6 
= 吉 | dz| Kalo mari) dt 
1 fr 
一 志 | dz| Xa (ZO Xaitp) (zx)dz 


再 [wm 
< 玄 | Xa Cd Xcar+DCZz)dz 


~m(A). 
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第 三 遍 泛 图 分 本 


泛 函 分 析 是 一 个 抽象 的 数学 分 文 , 它 在 20 世纪 初 才 开 始 发 
展 , 直 到 本 世纪 30 年 代 正 式 成 为 一 门 独立 学 科 . 

泛 函 分 析 起 源 于 经 典 分 析 , 其 发 展 动力 来 日 于 线性 代数 、 微 分 
方程 、 积 分 方程 、 变 分 法 以 及 逼近 论 , 特 别 是 线性 积分 方程 , 它 的 理 
. 论 极 大 地 影响 了 现代 泛 函 分 析 的 发 展 . 

泛 函 分 析 的 研究 对 象 是 抽象 空间 (无 限 维 空间 ) 及 其 抽象 空间 
中 的 映射 , 它 概括 了 古典 数学 分 析 、 代 数 几 何 、 函 数论 等 各 学 科 的 
许多 重要 概念 和 方法 ,数学 的 各 个 不 同 领域 中 的 许多 重要 结果 可 
以 在 泛 函 分 析 中 用 统一 的 方法 来 处 理 , 目 前 它 已 被 广泛 应 用 到 偶 
微分 方程 .概率 论 、. 随 机 过 程 .计算 数学 最 优化 理论 .自动 控制 等 各 
数学 分 支 和 近代 科学 技术 领域 

泛 函 分 析 可 分 为 线性 泛 函 分 析 和 非 线 性 泛 函 分 析 , 本 书 主要 
介绍 线性 泛 函 分 析 中 一 些 最 基本 的 概念 和 结果 . 
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第 十 一 章 ”距离 空间 。 赋 范 线性 空间 


S31 距离 空间 

极限 是 数学 分 析 中 最 基本 的 概念 之 一 ,我 们 最 先 遇 到 的 实数 
列 ( 直 线 上 的 点 列 ) 的 极限 概念 ,这 个 极限 概念 立刻 可 以 推广 到 复 
数列 ( 复 平面 上 的 点 列 ) 和 维 空间 的 点 列 . 直线 或 平面 上 两 点 
4,B 之 间 的 距离 就 是 线段 4B 的 长 度 , 古 典 分 析 中 ,点 列 mm 
表示 z 与 zxo 之 间 的 距离 趋 于 0, 同 样 ,分 析 中 函数 序列 的 一 致 收 
敛 性 和 复 变 函 数列 的 内 闭 一 致 收敛 等 概念 也 可 以 统一 在 下 面 要 介 
绍 的 距离 空间 中 按 距 离 收 敛 的 概念 之 中 . 


1.1 距离 空间 的 定义 和 实例 


直线 上 两 点 ziyzs 间 的 距离 |xi 一 xz| 有 如 下 三 个 性 质 ， 

(1) 非 负 性 :jz 一 zz| 之 0， | 一 2 | 二 0 的 充 要 条 件 是 zi = 
之 2 4 

(2) 对 称 性 :jz 一 zs| 一 |z: 一 Zi|， 

(3) 三 点 不 等 式 ; |zxi 一 Xz| 夺 |zi 一 x3| 十 |x 一 Zz|. 

仔细 分 析 一 下 R 中 的 一 些 基 本 概念 和 结论 ,如 收敛 , 开 集 , 闭 
集 等 概念 及 其 性 质 , 就 可 以 发 现 ,实质 上 它们 仪 与 距离 的 上 述 三 条 
基本 性 质 有 关 , 因 此 ,我 们 就 以 这 三 条 基本 性 质 为 基础 ,在 一 般 的 
非 空 集合 上 引进 距离 . 

定义 1.1 设 和 是 一 非 空 集合 ,如 果 对 于 和 中 任意 两 个 元 素 
Z,y， 按 照 某 种 法 则 有 一 个 实数 eoCz,y) 与 之 对 应 ,而且 满 足下 面 三 
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个 条 件 ， 

(1) 非 负 性 ;p(x,y) 宇 0,p(z,y) 二 0 的 充 要 条 件 是 zx 一 y， 

《2) 对 称 性 ;olzx,y)= 二 bly,X)， 

(3) 三 点 不 等 式 :oCzyy) 委 0OCzz) 十 CCzyy)， 
则 称 p(x,y) 为 X 上 的 一 个 距离 ,X 称 作 以 6 为 距离 的 距离 空间 ， 
记 为 (XX,Pp) ,距离 空间 中 的 元 率 又 叫做 点 .X 中 任 一 非 空 集合 M 
按照 和 中 的 距离 2 显然 也 是 一 个 距离 空间 , 称 M 为 XX 的 子 空间 . 

例 1 离散 的 距离 空间 

设 民 是 任意 的 非 空 集合 ,对 和 中 的 任意 两 点 zy,y, 令 
1 ， 当 工 和 关 yy 时 ， 
0， 当 过 一 yy 时 . 
显然 这 样 定义 的 2 满足 定义 1.1 的 全 部 条 件 ,我 们 称 (X,p) 为 离 
散 的 距离 空间 . 

例 2 空间 Cla,6j, 对 xz,yEClLa,5], 令 

P(X,Y) 一 max |z(t) — y(t)|, 

易 知 C[a ,所 按 上 述 的 p 成 为 距离 空间 . 

如 果 x, ECLa,5j,XTECLa,5j], 那 未 p(x,,7X) 一 0 就 是 指 


max | 7。 (1) — zx()| —> 0(n —> oo0). 


即 {z.《)) 一 致 收敛 于 zx(). 

例 3 ?7 维 欧 几 里 得 空间 R”. 

R" 是 由 所 有 nn 维 矢 量 (61 ,所 2) 组 成 的 集合 ,此 处 和 (二 
1,2,3,…,n) 都 是 实数 . 对 zyER Zr 一 (6 6 yy 一 (71， 
Ts "… 4) :和 若 令 


p(T,Y) 一 .3 | 本 7 | 2)172 ， (1. 1) 
上 二 1 


则 e 满足 定义 1.1 的 全 部 条 件 . 
非 负 性 和 对 称 性 显然 成 立 , 只 需 证 明 三 点 不 等 式 . 为 此 先 证 
明 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 ; 


DC y) 一 
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(yes 二 (abD (CN8)， (1.2) 
其 中 bi 二 1,2,… 1n) 均 为 实数 ， 
任 取 实数 4, 则 
< > (as 十 Wi)? = Sa 十 22 ab, 十 及， 
上 式 右 端 是 的 二 次 三 项 式 , 它 对 一 切实 数 1 都 是 非 负 的 , 故 
(oo < Pap S32 
所 以 Cauchy 不 等 式 (1 2) 成 立 ， 由 不 等 式 (1 2) 可 得 到 
Si (as + 6 )’= Dai 十 2 > ou 十 > 


天 一 1 
< > 十 2 Dab S32 十 > 


一 [Ca 十 CH YY. (1. 3) 

在 R”" 中 任 取 z= Cp sp, oy Ta) Y= Cys Ys rs Ya) 2 — (i, 
…,z") ,并 在 (1. 3) 式 中 令 4 一 妇 一 2 有 一 人 一 立即 得 

p(x,y) oT,z) + plz,y). 
因此 R" 按 (1.1) 式 定义 的 距离 p 是 一 个 距离 空间 , 称 (R”,P) 为 实 
n 维 欧 几 里 得 空间 (Euclidean),pP 为 欧 几 里 得 距离 . 

若 在 R” 中 令 
pi(x,y) = max | 名 一 7;|， (1. 4) 

则 易 知 pb, 也 是 一 个 距离 , CR",pi) 也 是 一 个 距离 空间 ,这 个 例子 告 
诉 我 们 ,在 一 个 集合 中 ,定义 距离 的 方式 不 是 唯一 的 . 

记 C" 是 由 一 切 元 复数 组 (61,6;,…,$,) 组 成 的 空间 ,这 里 
(二 1,2,… ,n) 均 为 复数 , 则 C" 按 距 离 (1.1) 也 是 一 个 距离 空间 ， 
称 (C”,p) 为 复 n 维 欧 几 里 得 空间 . 

有 了 距离 概念 ,我 们 就 可 以 象 数 学 分 析 一 样 定 义 点 列 的 收敛 
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定义 1.2 设 (X,P) 是 一 个 距离 空间 ， {Tr)CX, ToEX, 有 nn 
一 ce 时 ,oCzoyzo) 一 0, 则 称 点 列 {zo} 收 敛 于 zo, 记 作 limz, 一 zo 或 
Ta 人 0， 

定理 1.1 在 上 距离 空间 (X,o) 中 , 收 伍 点 列 {z。)} 的 极限 是 唯一 
的 ,又 若 x, 司 zo; 则 {zx,}) 的 任 一 子 序列 {zx } 也 收敛 于 zo 

证 ” 设 {z,) 收 敛 于 两 个 点 zo 和 yo, 则 对 任 给 的 二 0, 存 在 自 
然 数 N ,使 得 当 z*> 六 时 ， 

PlTXns To0) < eyO(Zoy yo)j < E， 
由 三 点 不 等 式 得 n 二 N 时 
0 委 0(Czoyyo) EpTos Ta) 十 PT,,Y0) < 2€, 

因为 s>0 是 任 给 的 ,所 以 必 有 okGzoyyo) 一 0, 从 而 zo 二 yo; 收 人 钙 后 
列 {zo} 的 极限 唯一 . 

现 设 {(z ) 是 {zx} 的 任 一 子 序列 ,zx 一 zo, 则 对 任 给 的 se 盖 0, 仓 
在 自然 数 入 ,使 得 当 n>>N 时 ,plz,,zo) 二 e, 对 于 充分 大 的 和 ,ni 二 
N. 则 也 有 

PCZ yyZo) < 8 放 Z 一 20: 

定义 1.3 设 MM 是 距离 空间 XX 中 的 点 集 ,如 果 存 在 zoEXX， 

使 得 
supp(x, zo) 达 十 co. 

则 称 M 是 XX 中 的 有 界 集 . 

定理 1.2 设 {zx,} 是 距离 空间 X 中 的 收敛 点 列 , 则 集合 (zx:7 
二 1,2,"…}) 是 有 界 的 . 

证 ” 设 zx, 悦 zo, 由 收 钙 的 定义 ,存在 自然 数 入 ,使 得 当 % 宇 N 
时 ， 

p(XrsT0) 安 1， 

于 是 

supplzn, To) max(o(Tros ri) ,Oro TT) oTo TN_1),1) 

之 十 co. 
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因此 ,{z,:n 二 1,2,…) 是 有 界 的 。 

下 面 我 们 来 讨论 一 些 具 体 的 距离 空间 中 点 列 收 全 的 意义 . 

前 面 例 3 中 已 指出 ,R"” 按 距 离 

Plz») = CD lz — Yi) 
和 
OZyy) 一 max |z; — ;|, 

成 为 两 个 不 同 的 距离 空间 ,但 我 们 容易 证 明 在 CR",p) 和 (CR” ,pi) 中 
点 列 (一 人 ZX) 收敛 于 X= (Xl 20) 的 充 
要 条 件 是 每 个 坐标 收敛 , 即 


lim zs™ 一 Ti (= 1]1,2,.,n). 
对 于 连续 函数 空间 Cla,b],plz,y)=max |z(t)— y(t) | , 则 
czoozo) 一 0 的 充 要 条 件 是 x,(2) 过 zo(2) ie [a6]. 
在 CLa,5j 中 也 可 以 定义 其 它 距离 ,例如 我 们 在 数学 分 析 中 已 
定义 过 距离 
pz = (lz — yc 1d). 


CLa,5j] 中 点 列 {xa(2)}) 按 ps 收 伍 于 zoG)， 称 作 平 方 平均 收敛 .如 
果 取 函数 列 


z(t) 一 (t — a)” (£ € [Lablsn = 1,2,3,.). 


1 
《2 一 a)” 
通过 直接 计算 可 知 

|z (1)dt — 0. 


即 {x (C2)}) 按 照 距 离 ps; 收敛 于 CLa,5j 中 元 素 xo(z) 三 0, 但 显然 
{zz《)}) 不 一 致 收敛 于 0. 因此 在 CLa,65j] 中 按照 两 个 不 同 的 距离 p 
和 ps 导出 的 收敛 概念 是 不 同 的 ， 
例 4 空间 s. 设 :为 实数 列 全 体 ( 或 复数 列 全 体 ) 组 成 的 空 
间 ,对 于 zyyEs，, 今 
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1 Eh 
= 
其 中 z= 《zyzay Ti) y= 二 Cyi9yy29 ;Yh，…), 则 s 是 一 个 距 
离 空 间 , 且 ; 的 点 列 按 距离 p 收敛 等 价 于 按 坐 标 收 全 . 

首先 验证 p 是 * 上 的 一 个 距离 ,2 满足 非 负 性 与 对 称 性 是 显然 
的 ,我们 证 明 o 满足 三 点 不 等 式 . 为 此 ,考察 函数 


t 
f(1) = TT (zt 之 0). 


由 于 f(D) 二 1 一 二; 所 以 QW) 是 :之 0 上 的 上 升 函 数 , 令 z==(z， 


z2，"… ,Za*"*)Es, 因 为 
[zi—y; |zi—z; | 二 |z; 一 ;| (1 二 1 ,2,3,…), 则 


p(X,Yy) 一 (1. 5) 


OO 


1 Li ;| 
pz 一 之 2 1 二 |z;i 一 yy:| 


1 [ziC— zi| 二 |z;— ;| 
< Os 
SO FI 


Et 一 1 


< 2 六 | + 3 天 | 
= p(x,2) 十 plz,y). 
现在 我 们 来 证 明 空间 s 中 点 列 收敛 等 价 于 按 坐 标 收敛 . 设 
rz =r Esn=1,2,3) ,T= (ri) Es,H pl(r™ ,rz)—0, 则 对 
每 个 i 有 


从 而 


(Cn) 


lim | x: 一 工 ;| 一 (一 1,2,3，…). 


反之 , 设 ZZxi (n> 00) ,1 一 1 ,2,3,…, 任 给 se> 盖 0, 取 和 定 充 分 大 的 
mm, 使 


- 
2 


245 


又 对 i 二 1,2,…,m 一 1]， 存在 自然 入 ,使 得 当 z>>N 时 


| ze 一 Z| < 一 Fi =1， 2,，"""* m1, 
则 ”> 时 
mt— 1 
1 | 一 | 1 
z 一 1 2 1 十 |z 呈 一 2 < 将 3 < 
所 以 , 当 2”>N 时 ,有 
m—1 2 
ww Tl zr 1 lz | 
OZ ,7)= De 
二 十 三 一。 


即 p(x™ ,rx)—>0(n—>00). 

例 $S 空间 S. 设 五 为 勤 贝 格 可 测 集 ,0<mm 瑟 < 十 co ,在 五 上 
定义 的 一 切 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数组 成 的 集合 记 成 9 ,S 中 几 
乎 处 处 相等 的 函数 看 成 同一 元 素 , 对 于 z(),yG()E5, 定 义 距 离 


加 [z(t) 一 y(C)| 


则 S 是 一 个 距离 空间 , 旦 S 中 的 点 列 {z,(2)} 按 距离 o 收 伍 于 人 0) 


等 价 于 zx, (>x(1). 


由 于 二 ey 雪 1,o 五 co, 所 以 (1.6) 式 右边 的 勒 


贝 格 积分 是 存在 的 ,类 似 于 例 4, 容 易 证 明 这 样 定 义 的 2 确实 是 $ 
上 的 一 个 距离 . 我 们 只 要 证 明 在 空间 S 中 ， pr ,Z) 一 0 的 充 要 条 
件 是 {zx.《2)) 依 测度 收敛 于 z(). 
事实 上 , 设 {z.Q)}CS,zx(t)ES, 对 任 给 的 o 汪 0, 令 

E, = E(|zx,(t) — z(t)| 之 中， : 

则 
人 人 一 人 

pet)= | 1 


[zt 一 工人 | 
全 zl 十 |>。 a za 


dz 
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他 oO . 
全 | _ qo=-. . 
> 上 | T 干 5 二 了 二 7 


另 一 方面 ， 
| zt) 一 并 GD 
PT TI) | TF [a — ze) 


[z(t) — £0) | 
+ | 1 十 lz 人 tt) 一 工人 [中 


dr 


ov 
< mbE, 十 TE ot: 


G 
Tee OTT) mE or mE, 


由 此 ,立即 可 知 pCz,,z)>0 等 价 于 (下 )， 

综 上 所 述 , 虽 然 在 任何 集合 上 我 们 总 可 以 定义 距离 ,但 是 一 般 
说 来 ,我 们 应 该 根据 集合 的 特点 适当 地 引进 距离 . 在 分 析 数 学 及 
其 应 用 中 最 常用 的 是 各 种 函数 空间 或 序列 空间 ,为 了 描述 和 研究 
函数 列 的 某 种 特定 的 收敛 概念 (如 一 致 收敛 ,测度 收敛 ,平方 平均 
收 钙 等 ) 而 引进 的 相应 距离 , 才 有 本 质 的 意义 、 


1.2 距离 空间 的 点 集 和 映射 


为 了 进一步 研究 距离 空间 中 点 集 和 映射 的 性 质 , 我 们 可 以 类 
似 于 数 直 线 R 中 一 样 地 引进 一 些 拓扑 概念 ( 见 第 七 章 ): 开 球 ( 邻 
域 ), 开 集 , 闭 集 等 . 

以 下 设 (X ,Pp) 为 距离 空间 ,我 们 称 

S(zosr) = {Xx €E XOX To) Tr}, 
是 以 zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 , 称 X 的 含有 zo 的 开 球 S (zo,7) 
的 子 集 为 ze 的 一 个 邻 域 ; 称 

S(zosr) 一 (人 和 和 OZyzZo) Cr}, 
是 以 zs 为 中 心 ,r 为 半径 的 闭 球 
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有 了 邻 域 概念 , 便 可 以 引进 开 集 , 闭 包 , 闭 集 等 概念 . 

定义 1.4 设 GCX,zEG, 若 存在 es>0, 使 S(zoye)CG, 则 
称 zo 为 G 的 内 点 ;大 GG 中 每 一 点 都 是 它 的 内 点 , 则 称 C 为 开 集 ; 
规定 空 集 儿 也 是 开 集 . 

由 定义 立刻 可 知 , 开 球 本 身 和 全 空间 XX 是 开 集 ,每 个 开 集 一 
定 是 某 些 开 球 (可 能 是 无 限 个 ) 的 并 . 类 似 于 第 七 章 定理 4. 1 我 们 
有 下 面 的 结论 . 

定理 1.3 设 XX 为 距离 空间 , 则 

(1) 全 空间 XX 和 空 集 儿 是 开 集 ， 

(2) 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 ， 

(3) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

证 〈1) 显然 成 立 . 

(2) 设 {Gs:a€E7T) 是 X 中 任意 一 族 开 集 ,G 二 UG。, 任 取 rE 
G, 则 有 某 个 a ET, 使 xEG。,G。 是 开 集 ,所 以 z 是 Gs 的 内 点 , 则 
必 有 开 球 SCze)CO CC, 故 z 是 G 的 内 点 ,G 是 开 集 . 


(3) 设 G1,Gs,…,G, 是 和 的 有 限 个 开 集 ,G= 用 G,, 任 取 <E 


G, 则 对 一 切 & 二 1,2,…,n, 有 rzEGiy 即 是 每 个 Gi 的 内 点 , 故 有 
开 球 SCzr,e)CGi,k 二 1,2,…,n. 取 e= min é&; 则 e>0,s(z,e)C 


站 G,=G, 从 而 G 是 开 集 . 

如 果 记 + 为 X 的 开 集 全 体 组 成 的 集 类 , 则 定理 1.3 又 可 写成 

(1) XEr GEr, 

(2) zt 中 任意 个 元 的 并 是 zt 中 之 元 ， 

(3) rt 中 有 限 个 元 的 交 是 7 中 之 元 

在 拓扑 空间 中 ,X 的 满足 上 述 (1),(2), (3) 三 条 性 质 的 子 集 
类 r 称 作 X 上 的 一 个 拓扑 ,= 中 的 集 称 作 和 中 的 开 集 . 

定义 1.5 设 久 为 距离 空间 ,ACX，. 

(1) zoEX, 如 果 对 任 一 e 盖 0, 开 球 SCzxo,e) 内 都 含有 A 一 {xo) 
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中 的 点 , 则 称 zo 为 4 的 聚 点 或 极限 点 ;极限 点 全 体 所 成 的 集 称 为 
4 的 导 集 , 记 为 4'; 若 xo€ 4, 但 不 是 4 的 聚 点 , 则 称 zo 为 4 的 孤 
立 点 . 

(2) 称 4=4U4' 为 4 的 闭 包 ;和 大 4=4, 则 称 4 为 闭 集 . 

由 定义 1.5 知 ,4 的 聚 点 不 一 定 属于 4, 读者 也 容易 证 明 下 列 
条 件 等 价 : 

(1) xz,E A, 

(2) 任 一 开 球 SCzxo,e) 有 4 中 之 点 ， 

《3) 存在 点 列 {zx.} C4, 使 xz, 一 zo. 

类 似 于 第 七 章 定理 4. 3, 我 们 可 以 证 明 下 面 的 

定理 1.4 设 X 为 距离 空间 ,4CX, 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 闭 集 ， 

(2) A'CA,， 

《3) 4 中 任何 收 争 点 列 {zx;}) 必 收敛 于 4 中 的 点 ， 

(4) 当 4 为 开 集 . 

证 〈1) 之 (2) 显 然 . 

(2) 汪 (3). 设 4C4,(z)C4z 一 zo 如 果 存 在 2 使 zx, 二 
zo; 则 zeoE4, 如果 对 任何 2z 天 zo 则 zoE4C4, 故 总 有 zoE 
A. 

(3) 二 (4). 设 4 中 任何 收敛 点 列 必 收 钙 于 4 中 的 点 , 任 取 zz。 
E ZA, 车 对 一 切 自 然 数 2， 


S| zo 志 | 由 AKG 
可 取 .ES| xm |na， 则 {z)Ca4,zz 因 此 ,zeE4, 矛 盾 . 


故 必 存 在 自然 数 , 使 S| ro 元 | 站 4=, 即 S| ,十 | C4, 这 


就 证 明了 它 4 为 开 集 . 
(4) 二 (1). 设 容 4 为 开 集 , 任 取 zo€ 4 ,如果 zoE 容 4, 因 为 


A 为 开 集 , 则 存在 自然 数 ,使 S|zo, 二 | Ch, 从 而 
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S| mm, 二 | 4= 纪 ,这 与 如 是 4 的 聚 点 矛盾 , 故 mE 4, 即 A'C 


4, 所 以 4=4U4'=4,4 为 闭 集 得 证 . 

由 定理 1. 3 和 定理 1.4 立刻 得 下 面 的 

定理 1.5 设 六 为 距离 空间 , 则 

(1) 了 XX 本身 和 空 集 名 都 是 闭 集 ， 

(2) 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ， 

(3) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

利用 4 为 闭 集 等 价 于 窜 4 为 开 集 ,容易 证 明 下 面 的 结论 . 

定理 1.6 设 X 为 距离 空间 ,ACX, 则 A4' 和 4 均 是 闭 集 . 

这 个 定理 的 证 明 与 数 直 线 R 中 的 情况 相仿 . 

例 6 设 X 为 距离 空间 ,A,BCX, 则 A4UB=AUB. 

证 AUBCAUB 显 然 成 立 ,; 现 设 ziE4UB, 则 存在 点 列 
{zr} CAUB, 使 xz 一 zo, 从 而 必 有 无 穷 点 列 {z,}CA( 或 CB), 改 
zoEA( 或 B), 即 z.€EAUB,AUBCAUE. 

例 7 设 X 是 离散 空间 ,zoEX, 对 任何 e 盖 0, 当 se 委 1 时 ， 
SCzosE) 一 {zo), 因 此 ,X 的 任何 子 集中 每 一 点 都 是 内 点 ,因而 一 切 
子 集 都 是 开 集 . 因为 每 个 单 点 集 {zx} 是 离散 空间 的 开 集 , 儿 {x}) 一 
X— {z) 二 UU {y} 也 是 开 集 , 故 单 点 集 也 是 闭 集 . 

类 似 于 数学 分 析 的 函数 连续 性 ,在 距离 空间 中 也 可 引入 连续 
映射 的 概念 . 数学 分 析 中 实 函 数 f(r) 是 R>R 的 映射 , 记 CCzyy) 
一 |z—y| ,区 ，,y 蕊 R, 则 f(z) 在 Xo 连续 是 指 : 对 任 给 的 Es 盖 0, 存 在 0 
>0, 使 p(x ,zo)= 二 zx 一 zo| 过 6 时 ,和 恒 有 

pCf (zx), fT0)) = |f(rx) — fxro)| ee. 
或 者 对 任 给 的 e 记 0, 存 在 6 这 0,; 使 TES(Clzo,6) 时 ,和 恒 有 f(x)E€ 
SC(f (zo) ,E). 

定义 1.6 设 (X,p),(Y,P) 都 是 距离 空间 ,T 是 XY 的 映 
射 ,zeoEX, 若 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 6 汪 >0, 使 得 当 plz,zo) 二 6 时 , 恒 
有 z 
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0(7T Xo) < e， 
则 称 映射 工 在 xz。 点 连续 ;如 果 映 射 工 在 XX 中 每 一 点 连续 , 则 称 工 
是 X 上 的 连续 映射 . 

一 般 说 ,6 与 zo,e 有 关 , 如 果 6 仅 与 <: 有关 ,与 zoEX 无 关 , 则 
称 了 在 XX 上 一 臻 连续 . 

例如 , 设 (X,p) 为 距离 空间 ,zo€X 取 定 , 则 

f(x) 一 DGzzo)，(zE 和)， 
是 X 到 RR 中 的 连续 映射 (函数 ); 
fr,y) = pr,y), (X,Y E 入 )， 
是 和 XXX 一 尺 的 连续 函数 . 

定理 1.7 设 T 是 距离 空间 (X,p) 到 距离 空间 (Y,P) 的 映射 ， 
则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 工 是 XY 的 连续 映射 ， 

(2) 对 任 一 ZEXK, {Xs}CX, 当 x 一 xX 时 ,有 Tx 了 TY， 

(3) 对 Y 中 任 一 开 集 G,G 的 原 象 了 -CC) 一 (ZEX:TZEC) 
是 XX 中 的 开 集 ， 

(4) 对 了 中 任 一 闭 集 下 ,F 的 原 象 T 1(F) 是 X 中 的 闭 集 . 

证 〈1) 一 (2) 显 然 . 

(2) 二 (1) 用 反 证 法 . 设 T 在 zo 不 连续 , 则 存在 6 这 0, 使 得 对 
每 个 上 (Cn 一 1,2,3,…) 有 z,€X, 满 足 poCzuyzo)<< 二 ,但 DCTz， 
Tzu) 三 el, 这 与 条 件 (2) 了 矛盾 ,故人 必 连 续 . 

(1) 二 (3) 设 T 是 XY 的 连续 映射 , 任 取 开 集 GCY ,不 妨 设 

T-1(G) 关 名. 取 xoET 1(O), 则 yo 二 Trxo€EG. 因为 C 是 开 集 ,yo 
为 G 的 内 点 , 必 存 在 开 球 SICO, 由 7 了 的 连续 性 ,存在 6 之 0， 
使 co(z,zo)<<G 时 ,有 

p(Tz, Tzo) < 6. 
即 zxES(Czo el) 时 ,有 7TzESGCyoys)CGC ,所 以 5 1(G),， 
7T-1G) 是 X 中 的 开 集 . 
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(3) 僵 (1) 设 对 任 一 开 集 GCY,T 1(G) 是 XX 中 的 开 集 . 任 取 
XoEX 和 e 之 0, 令 G= 二 S(Tzo,e), 由 假定 ,T :1(G) 是 XX 中 的 开 集 ， 
因为 TzxoEG, 所 以 zo ETT1(G), 则 存在 5 放 0, 使 SCzxo,6)CT™! 
(G) ,也 就 是 说 XES(zo,6) 时 ,有 了 TrxEG=S(Tzose), 故 了 TT 在 坟 。 
连续 . 

利用 TSGC) 王 安 7 CC) 立即 知 (1) 全 (4). 

例 8 设 (X,Pp) 为 距离 空间 ,ACX 非 空 , 映 射 下 ;X 一 R 定义 
为 

F(X) = p(x,A) = infp(z,y), (Xx EE 湾 ) 
则 五 是 连续 映射 . 

证 设 ZiTX2 人 EX, 今 估计 |F(z1) 一 F(z;) |. 因为 对 任 一 y€ 

A, 
P(X1Y) SE PXT,T2) 十 CCZzyy)， 
则 
OZ) < p(X ,Ta) 十 p(x, A). 
同样 地 ,我 们 可 得 
p(x A) 委 p(x ,XT1) 十 Pz, A). 
故 
oz 4) — plzx,,A)| < pz, Xs), 
即 
ICzi) 一 下 (zi)| 委 CCZyZz)， 
因此 下 在 XX 上 是 连续 的 . 


1.3 稠密 性 和 可 分 性 


定义 1.7 设 X 为 距离 空间 ,4,8B 均 为 X 的 子 集 ,如 果 也 之 
4, 则 称 B 在 4 中 稠密 . 

读者 容易 证 明 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 瑟 在 4 中 稠密 ， 
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(2) 对 任 一 x€E 4, 存 在 点 列 {z.}CB, 使 x. 一 zz， 

《3) 对 任 一 e 汪 0， US(z,e) OA. 
z 应 当 注 意 ， 在 稠密 的 定义 中 ， 并 不 要 求 BC4, 其 至 已 与 4 可 
以 没有 公共 点 ,例如 在 直线 R 中 ,有 理 点 集 Q@ 在 R 一 Q 中 稠密 . 

定义 1.8 设 X 是 距离 空间 ,如 果 X 中 存在 一 个 可 列 稠密 子 
集 , 则 称 X 为 可 分 空间 ;4CX 称 作 可 分 的 ,是 指 存在 X 中 的 可 列 
集 B, 使 B 在 4 中 稠密 . 

例 9 x 维 欧 几 里 得 空间 R” 是 可 分 的 ,这 是 因为 坐标 是 有 理 
数 的 点 全 体 是 R" 的 一 个 可 列 笛子 集 ; 连 续 函 数 空 间 CLa,6j 是 可 
分 的 ,因为 由 数学 分 析 中 的 维尔 斯 特 拉 斯 第 一 逼近 定理 知 多 项 式 
全 体 在 CLa,5j 中 稠密 , 故 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 全 体 是 Cta， 
5 中 的 可 列 笛子 集 . 

定理 1.8 设 X 为 距离 空间 ,4CX 可 分 , 则 必 存 在 4 中 的 可 
列 笛子 集 B. 

证 设 {(z.JCX 是 4 的 一 个 可 列 稠密 集 , 对 任何 目 然 数 z,， 


若 引证 | 站 4 尖 2, 就 取 9 ES| ,天 | 门 4, 否则 就 不 取 , 则 
集合 B= {y}C4 至 多 可 列 ,我 们 证 明 B 在 4 中 稠密 . 事实 上 ， 
任 取 zxE A 和 >0, 取 充分 大 ,使 万 过世 ,因为 {z,) 在 4 中 稠密 ， 
则 存在 自然 数 no, 使 PCzz)<< 却 ,于 是 sal 站 4 天 好 ,对 这 
个 no。 和 ,存在 点 ywEB, 满 足 p(y ,zu)< 冯 ,但 

POYV A) SOYY ,TL) + pt) Li Ze 


这 就 证 明了 ,对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 B 中 一 点 y。 ,使 
DC ,TT) < E， 
故 B 在 A 中 稠密 . 
在 实际 应 用 的 函数 空间 和 数列 空间 中 很 多 是 可 分 空间 ,但 也 
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有 不 可 分 的 距离 空间 
例 10 设 B[0,1] 表 示 [0,1] 上 有 界 可 测 函 数 全 体 ,在 BL0,1j 
中 定义 距离 如 下 : 
p(X,y) 一 ,Sup, [XQ) — yQ)|. 
则 BL0,1j 是 不 可 分 的 距离 空间 . 
证 ”考虑 BL0,1] 中 函数 
(4) = 和 € [0,1]) 
os ati, ’ 
所 成 的 集 E,E 显然 与 [0,1 对 等 , 且 当 $1 ;52 [0,1 |],s: 天 5， 时 ， 
PX, ss) 二 1]. 
如 果 BL0,1j 可 分 , 则 存在 可 列 稠密 子 集 Mo 以 Mo 中 每 个 元 
素 z 为 中 心 , 记 为 半径 作 开 球 S| z, 可 | , (S| <, 可 | :7E Mo) 可 列 ， 
因为 
(J S| z, 训 |2 BLO,1]. 


则 巨 中 至 少 有 两 个 元 素 z, (D),z。 (1) 属 于 同一 个 球 S| x, 访 | 中 ， 
于 是 
1 = OZ ) SE plz, ,x) 二 P(x,X,) < 5， 

矛盾 , 故 B[0,1j 不 可 分 . 

1.4 完备 性 

众所周知 ,实数 域 R 中 任 一 柯 西点 列 ( 或 称 基 本 列 ) 必 有 极 
限 ,这 实际 上 就 是 将 实数 域 R 作为 距离 空间 的 完备 性 ,但 在 一 般 
距离 空间 中 ,就 不 一 定 具 有 这 种 性 质 . 今后 我 们 将 看 到 ,具有 这 种 
性 质 的 距离 空间 比 一 般 的 距离 空间 好 得 多 . 

定义 1.9 设 久 为 距离 空间 , {zx} 性 X, 如 果 对 任 一 e>0, 存 
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p(X Tm) Es 

则 称 {zx}) 为 X 中 的 基本 列 , 或 称 为 柯 西 点 列 ; 如 果 X 中 任 一 基本 
列 都 收 人 第 于 关中 一 点 , 则 称 关 为 完备 的 距离 空间 . 

由 定义 1.9 立即 可 知 下 面 两 个 结论 成 立 : 

(1) 任何 距离 空间 中 收敛 点 列 必 是 基本 列 ， 

(2) 完备 距离 空间 的 任 一 闭 子 空间 也 是 完备 的 . 

例 11 设 X 是 有 再 数 全 体 , || 1 十 二 | | CX,lim| 1 十 二 | 一 
e, 故 (|1+ 记 | | 是 XX 中 的 基本 列 , 但 || 1 十 去 | 在 X 中 没有 极 
限 , 即 有 理 数 全 体 组 成 的 距离 空间 和 不 完备 . 

例 12 Clra,6 | 的 完备 性 . 

设 {zx,(t)}CCLa,b 是 一 基本 列 , 则 对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 自然 
数 N ,使 得 当 ”m >N 时 ,对 一 切 :€ [a,5j 成 立 

| — xa)| < 

由 数学 分 析 知 {z(t)) 在 La,5j 上 一 致 收敛 于 某 一 个 连续 函数 
xz(), 即 p(x,z) 一 0; 故 C[a,6] 完 备 . 


oO 


例 13 数列 空间 s, oz,y) 一 了) 去 和 二 ,其 中 zx 


= (zi),y 一 (9) 为 中 任意 两 个 元 素 , 在 前 面 例 4 中 我 们 已 证 明 
中 zx“ 一 z 等 价 于 按 坐 标 收敛 . 现 设 z ”=(zf ) 是 s 中 任 一 基本 
列 , 则 zz" 的 第 iCi 二 1,2,3,…) 个 坐标 构成 R 中 的 一 个 柯 西点 列 ， 
故 
imzi” 一 2; 存在 Gt 二 1,2,3,*…)， 

记 工 二 (zi) Es, 则 

pT,X) > 0, (n— 00). 
所 以 :是 完备 的 距离 空间 . 

例 14 设 广 为 有 界 数列 全 体 组 成 的 空间 ,l” 中 定义 距离 
P(X,y) = suple: — 7|, 
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其 中 z= (6), y= (Nm) EL™. 
易 知 /是 一 个 距离 空间 . 再 记 六 一 {z:z 一 (80)，>， | 后 | 去 


co) ,显然 1 性 V1”, 试 证 明 : 按 1 的 距离 ,V! 是 不 完备 的 . 

证 取 z= 0 | ED 一 |， 训 ，， 
es 则 zE1",zEL, 易 知 {zm}) 是 1 中 的 基本 列 ,上 且 p 
(zzZ) 一 0, (nco). 由 信 中 极限 元 的 唯一 性 ,可 知 {x 中 }) 按 p 不 
可 能 收敛 于 六 中 某 一 元 ,故居 按 太 的 距离 p 是 不 完备 的 。 

应 当 指 出 ,距离 空间 的 完备 性 在 很 多 方面 起 着 重要 作用 , 例 
如 在 $4 中 我 们 将 会 看 到 它 在 证 明 方 程 解 的 存在 、 唯 一 性 等 方 
面 所 起 的 作用 ,今后 在 第 十 二 章 中 还 将 看 到 它 在 其 它 方面 如 逆 
算 子 定理 、 共 鸣 定 理 中 的 作用 . 因此 研究 任 一 距离 空间 能 否 通 
过 “添加 ”一 些 “ 点 ”使 之 成 为 完备 的 距离 空间 这 一 问题 是 非常 有 意 
义 的 . 

设 (X,o) 和 (XiyoD) 均 为 距离 空间 ,者 存在 映射 了 :X 一 XI 上 ， 
使 得 对 一 切 x,y€E XX, 有 

piCTz,TYy) = p(X,Y), 
则 称 了 是 XX 到 X, 上 的 等 距 映 射 ,并 称 X 与 X; 等 距 . 

对 任 一 距离 空间 ,有 下 面 的 完备 化 定理 . 

定理 1.9 对 任 一 距离 空间 , 必 存 在 一 个 完备 的 距离 空间 
X。, 使 得 XX 等 距 于 X, 的 一 个 稠密 子 空间 X',, 且 除去 “等 距 不 计 
外 ”Xe 还 是 唯一 的 . 

由 于 本 定理 的 证 明 较 复杂 ,在 这 里 我 们 略 去 ,有 兴趣 的 读者 可 
参阅 文献 [6],[7]. 

下 面 我 们 讨论 完备 距离 空间 的 第 二 纲 性 . 

定义 1.10 设 X 为 距离 空间 ,4 是 X 的 子 集 ,如 果 有 和 4 不 在 X 
的 任 一 非 空 开 球 中 稠密 , 则 称 4 为 疏 朗 集 ;如 果 4 能 表 成 可 列 个 
玖 朗 集 的 并 , 则 称 4 为 第 一 纲 集 ; 几 不 是 第 一 纲 集 的 集 称 作 第 二 
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纲 集 ， 

容易 知道 ,A 是 下 朗 集 的 充 要 条 件 是 对 任 一 开 球 9 , 必 存 在 开 
球 S1C5S ,使 得 S14 二 名 . 事实 上 ,因为 4 不 在 S 中 稠密 等 价 于 
存在 ES 以 及 5 为 中 心 的 开 球 S1(65,e), 使 S1C(b,e) 门 4 二 名 ,可 
取 s 充分 小 ,使 S1@,e)CS. 

由 定义 显然 可 知 ,R 中 可 列 集 是 第 一 纲 集 ,因为 R 中 每 个 单 
点 集 {z} 显 然 是 玖 衣 集 . 

为 了 讨论 完备 距离 空间 的 第 二 纲 性 ,我 们 先 证 明 一 个 引 理 , 它 
是 数学 分 析 中 区 间 套 定理 的 推广 ,因此 又 称 作 闭 球 套 定理 . 

引 理 设 和 是 完备 的 距离 空间 ,9,(asm) 一 (过 EX:OCzyan) 
人 7,}) 是 XX 中 的 一 列 闭 球 , 满 足 : 

Si1 DS,D DS,D., 

且 limr, 一 0, 则 必 有 唯一 的 点 z€ 站 3 

证 ” 先 证 明 球 心 组 成 的 点 列 {a,} 是 义 中 基本 列 ,由 条 件 , 当 
Mm 之 n 时 ,anES;, 故 m>>n 时 ,有 

DCany ar) Sr (1. 7) 
一 0, 从 而 {a.} 是 X 中 基本 列 . 由 于 和 是 完备 的 , 必 存 在 XEX， 
使 Z 一 liman。 在 (1.7) 式 中 令 mm 一 co ,根据 距离 空间 中 距离 晒 数 的 
连续 性 得 
(Za) Sr Nn= 1,2,3,.", 


即 XES,., n=1 23 因此 be Ns.. 


再 证 明 = 是 诸 3 的 唯一 公共 点 . 设 双 及 中 的 点 y€ 站 3， 
则 
p(y ,a,) > 
Ply,X) = limp(y,a,) = 0， 
所 以 y=z, 即 间 S, 中 只 有 一 点 ， 
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利用 这 个 引 理 我 们 来 证 明 下 面 的 Baire 纲 定理 ， 

定理 1.10 《贝尔 [LBairej] 纲 定理 ) 完备 的 距离 空间 必 是 第 
二 纲 集 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 X 一 UE,,X 完 备 ,其 中 每 一 个 E, 是 疏 妆 
集 . 任 取 一 个 闭 球 (a1,1), 因 为 Ei 疏 朗 , 必 有 XX 中 的 闭 球 


3,(azse) ,其 中 6 一 志 , 使 得 
Slaz,82) CH,H Sf El= Y. 
又 由 于 Es 是 琉 朗 的 , 必 及 ,Cas,es) ,其 中 < 二 ,使 得 
Sslasses) C Ss, Ss) E,= Y. 
如 此 ,我 们 可 以 选 得 一 列 闭 球 3,(a,,e,), 其 中 6,< 志 ,满足 
S DD DHS DS () E,= 8. 
据 引 理 ,存在 ze 门 3,, 因 为 S, 几 EE, 一 YZ, 故 zEUE, 一 XX, 巴 


盾 ,所 以 和 X 不 是 第 一 纲 集 , 即 X 是 第 二 岗 集 . 
利用 纲 定 理 可 以 给 出 [0,1j 不 可 数 的 另 一 个 证 明 . 事实 上 ， 
[0,1j 是 完备 距离 空间 R 中 的 闭 子 集 , 因 而 本 身 可 看 作 一 完备 距 
离 空 间 , 显 然 
[0,1] = UU tz) 
因为 单元 素 {z} 是 L0,1] 中 的 朴 朗 集 , 所 以 [0,1] 是 不 可 数 的 . 


2” 赋 范 线性 空间 


$ 1 中 介绍 了 点 列 按 距离 收敛 的 概念 , 它 统一 了 一 致 收敛 \ 依 
测度 收敛 、 按 坐标 收敛 等 极限 概念 . 但 是 , 仅 有 距离 空间 的 概念 ， 
对 分 析 数 学 的 各 个 分 支 和 近代 数学 物理 中 出 现 的 大 量 线性 、 非 线 
性 问题 不 是 够 的 . 因为 我 们 通常 所 考虑 的 函数 空间 和 序列 空间 ， 
例如 Cla,o, 它 不 仅 是 距离 空间 , 而且 关于 通常 的 函数 相 加 和 数 
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与 函数 相 乘 这 两 种 运算 是 封 财 的 ,又 如 R”, 在 线性 代数 中 已 经 定 
义 了 了 维 向 量 的 相 加 以 及 数 与 二 维 向 量 的 相 乘 ,R" 关于 这 两 种 运 
算是 封闭 的 ,它们 都 具有 代数 结构 . 当 我 们 研究 某 些 线性 或 非 线 
性 问题 时 ,除了 需要 收敛 概念 外 ,往往 还 需要 用 到 “元 素 的 和 ”以 及 
“ 数 与 元 素 的 相 乘 " 这 类 运算 . 若 一 个 距离 空间 还 有 和 象 CLa,5]、R” 
那样 的 代数 结构 ,应 用 起 来 就 更 方便 . 本 节 先 介绍 线性 空间 概念 ， 
然后 介绍 赋 范 线性 空间 的 一 些 性 质 . 


2.1 线性 空间 


在 高 等 代数 课程 中 已 经 给 出 了 线性 空间 的 定义 , 现 将 这 个 定 
义 复 述 如 下 : 

设 X 为 一 非 空 集合 ,天 是 实 ( 或 复 ) 数 域 ,如 果 在 了 X 中 规定 了 
线性 运算 , 即 元 素 的 加 法 以 及 天 中 数 与 X 中 元 素 的 数 乘 运 算 , 满 
足下 述 条 件 : 

1. XX 是 一 个 加 法 群 , 即 对 XX 中 任意 两 个 元 素 Z,y, 都 存在 z 
EX, 使 w= 二 xz 十 y, 称 & 为 xz 与 y 的 和 , 记 作 zz 十 y, 且 元 素 的 加 法 满 
是 . z 

(1) Z 十 y 一 y 十 Zy 

(2) (Zz 十 y) 二 二 ZX 十 (y 十 2)， 

《3) X 中 存在 唯一 的 元 素 0, 使 得 对 任何 zxEX,0 十 z 一 z, 称 0 
为 XX 中 的 零 元 素 ， 

(4) 对 任何 zxEX, 存 在 唯一 的 元 素 x EXX, 使 xz 十 x' 二 0, 称 
x' 为 x+ 的 加 法 逆 元 素 , 记 z' 二 一 zx. 

2. 对 任何 zxEX 以 及 任何 数 <E 天 ,存在 元 素 axEX, 满 足 

(5) 1。 工 一 并， 

(6) aCpz) 一 ca)T， 

(7) (a 十 B)zZ 一 az 十 zaGCz 十 切 一 az 十 ay 

则 称 X 为 实 ( 或 复 ) 线 性 空间 或 向 量 空间 ,其 中 的 元 素 也 称 作 
向 量 . 
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例如 CLa,5j,R”,s,S 均 是 线性 空间 ， 

对 于 线性 空间 ,以 下 几 个 概念 是 经 常用 到 的 

1” 线性 相关 与 线性 无 关 

设 zi,Xz，… ,Xa 是 实 ( 复 ) 线 性 空间 X 中 一 组 元 素 , 如 果 存 在 
不 全 为 零 的 好 个 实 ( 复 ) 数 Cl 9 (29 ,CC 使 

Czi 十 Ciz 十 … 十 Ciz 一 0， 

则 称 zi,zs，… ,Zz; 是 线性 相关 的 ,否则 就 称 为 线性 无 关 的 . 

2” 于 空间 

设 X 为 线性 空间 ,XoCX, 如 果 X。 对 XX 中 的 线性 运算 是 封闭 
的 , 则 称 X。 为 X 的 一 个 线性 子 空间 或 简称 为 子 空间 . 

显然 了 X,。 本 身 是 一 个 线性 空间 ,和 与 10} 也 是 和 的 子 空间 ,将 
X 中 不 同 于 X 的 子 空间 称 作 X 的 真子 空间 . 

3” 子 集 工 张 成 的 子 空间 

设 工 是 线性 空间 X 的 一 个 子 集 , 则 集合 
M= {y:y = DCizisrs E LC €E Kk =1,2,° nn € N), 


称 作 子 集 工 张 成 的 子 空间 . 

容易 验证 M 是 XX 的 一 个 子 空间 , 且 是 包含 工 的 最 小 子 空间 . 

4" 线性 空间 的 同 构 

设 卫 ,Xi 均 是 线性 空间 ,如 果 存 在 X 一 X; 上 的 一 对 一 线性 映 
射 工 , 即 TCzx 十 y) 二 Tz 十 Ty,T(az)=aTzx(z,yEX,a€EKK), 则 称 
XX 入 《代数 ) 同 构 . 

5” 直接 和 

设 为 线性 空间 ,Li,…,L, 为 XX 的 子 空间 ,如 果 对 任 一 
元 素 zEX ,可 唯一 地 表 成 : 

立 一 Ti 十 Ta 十 … 十 To 

其 中 zeE Lisk 二 1,2,… , 则 称 和 为 并 ，…Z。 的 直接 和 , 记 
为 


X 一 六 十 斑 十 … 十 天 或 和 = 了 十 
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容易 证 明 X 一 > 十 攻 的 充 要 条 件 是 :对 任 一 z EX,X 一 了 >)， 


其 中 心 € Lisk = 1,2,.…,n, 有 日 0 闫 yi 和 Li(k = 1 ,2 ，…77 ) 时 ,yi1， 
ya 必 线 性 无 关 ， 


事实 上 , 设 和 = > 十 ,由 直接 和 的 定义 ,只 需 证 明 0 关 yy 


€ Lilk = 1,2 2) 时 ,加 yo 线性 无 和 天. 设 
Ciy1 十 Cryas 十 … 十 Co 一 0， 

由 0 元 泰 表示 法 的 唯一 性 ,得 Cl 二 Cs 二 … 二 Cs, 二 0, 故 yyY2 "YY 
线性 无 关 . 反之 , 设 条 件 成 立 , 只 需 证 明 表 示 法 唯一 , 设 

Z 一 和 十 ti 十 十 和 一 TI 十 Ze 十 十 工 
翰 中 x.ELiz EL 二 1,2,* ， 则 

(zl OX) 二 (ToC X22) 二 十 (Ti 一 Xn) = 0., 
如 果 zi 一 zi《& 二 1,2,…,n) 中 有 /个 (例如 前 /个 )zi 一 x1, zs 一 
ZX'2"…* Ti 一 1 不 为 0, 则 得 

(Zi 一 TD) 十 (rz 一 TD) 十 十 (一 2 一 0， 
即 zi 一 并 1 Ne 2 ,1 一 并 1 线性 相关 ,与 假设 条 件 成 立 予 盾 ， 
故 表示 法 唯一 . 


2.2 了 赋 范 线性 空间 


在 $1 距离 空间 中 , 任 一 集合 引进 距离 就 可 以 讨论 收 合 性 . 
一 般 的 距离 空间 不 一 定 有 线性 空间 这 样 的 代数 结构 ,在 线性 空间 
中 我 们 将 引入 一 个 特殊 的 距离 , 它 与 线性 空间 的 代数 结构 有 关系 ， 
从 而 使 得 用 它 来 处 理 问题 时 发 挥 出 更 大 作用 . 为 此 我 们 先 引入 范 
数 概念 , 它 是 向 量 长 度 的 推广 , 范 数 用 到 了 空间 的 代数 运算 ,然后 ， 
利用 范 数 得 到 一 个 特殊 的 距离 . 

定义 2.1 设 X 是 实 ( 或 复 ) 的 线性 空间 ,如 果 对 每 个 元 素 x 
EX, 有 一 个 确定 的 实数 上 ‖ z | 与 之 对 应 ,并 且 满 足 

(1) 1 z| 关 0, 且 1z| ==0 当 且 仅 当 z 一 0， 
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(2) jaz = 二 al， 上 zj ,其 中 a 是 任意 的 实 ( 或 复 ) 数 ， 

(3) | z+y| zl+ lyl, xz,yEX. 
则 称 | z | 为 元 素 xz 的 范 数 ,X 为 赋 范 线性 空间 . 

对 赋 范 线性 空间 和 ,如 果 令 

ozy) 一 外 z 一 >y|， 

容易 验证 p 是 上 的 一 个 距离 , 称 p 是 由 范 数 导 出 的 距离 . 如 果 
和 按照 pC(z,y)= 二 zx 一 y 是 完备 的 , 则 称 XX 为 Banach 空间 . 

定义 2.2 设立 为 赋 范 线性 空间 , {zx,}CX,zEX, 如 果 


lim | x,— zl = 0,， 
NN—* oO 


则 称 {z,} 强 收敛 于 x, 记 为 x, 一 >z 或 简 记 为 一 z， 
利用 范 数 的 性 质 可 以 证 明 下 面 几 个 简单 性 质 : 
1” 设 zz, 则 (| z|} 是 有 界 数列 ， 
2” 范 数 外 zj 是 zEX 的 连续 函数 ， 


事实 上 ,因为 
lz = lylls lz-y|, (Cr,y€ X), 
则 如 果 z, 一 z, 就 有 
zl ozl la |z,— zl, 


故 
lim | zi 一 站 z 
3” 如 果 mr 一 zy 一 y 则 闷 十 一 十 四 又 若 数 列 ,一 a, 则 
QT QT 
这 是 因为 
i+ ya 一 (r+) |z—zl+ ly,—y|,， 
以 及 
| ox — ar or,— orl + DazrOomarl 
|o|l*: zm—zl + io—al. zh. 
性 质 3 表明 线性 运算 关于 和 X 中 的 收敛 概念 是 连续 的 . 一 般 
地 ,一 个 线性 空间 引进 了 拓扑 ,如 果 按 照 这 个 拓扑 线性 运算 是 连续 
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的 , 即 性 质 3" 成 立 , 就 称 它 为 线性 拓扑 空间 . 因此 , 赋 范 线性 空间 
是 一 个 线性 拓扑 空间 . 
例 1 nn 维 欧 几 里 得 空间 R” ,对 X= (zisT2 po) ER', 一 
(yyyY29 Ya) ER ,AEK, 
Z 十 一 (Zi 十 yzZas 十 ya wyZr 十 1) 
az = (Qaxiy QT QT )。 
若 令 
| zl = (2 22， 
则 容易 验证 | ， | 是 R*" 上 的 一 个 范 数 ,由 上。 导出 的 距离 就 是 
3 1 中 讨论 过 的 欧 儿 里 得 距离 ,因此 ,R" 中 的 强 收敛 等 价 于 按 坐 标 
收 合 ,R" 是 一 个 Banach 空间 . 
例 2 连续 函数 空间 CLa,5j, 对 zxQ)ECLa,5j, 规 定 
| zl = maxlz()|, 
则 有。 是 CLa,5j 上 的 一 个 范 数 , 易 知 CLa,5j 中 强 收 敛 等 价 于 
函数 序列 的 一 致 收敛 ,CLa,5j| 是 一 个 Banach 空间 . 
例 3 空间 C”[a,5j],C”[La,6] 表 示 [La,5j 上 具有 阶 连续 导 
数 的 一 切 函 数组 成 的 集合 ,其 中 的 线性 运算 与 CLa,5j] 中 相同 ,在 
Cm La,5j 中 定义 范 数 如 下 : 


3 
[zl = > maxlzOd)| (O00) = zr ECOra,b])， 
j=0 AAS 


则 CT[a,6 是 一 个 Banach 空间 . 
首先 ,; 易 知 。 上 是 C“[a,5j 上 的 范 数 , 且 zz 等 价 于 
XH)STD EE) (f= 0,1,.,k). 
现在 证 明 Cm[La,65] 是 完备 的 . 设 {zx.}CC” [a,5bj 是 任 一 基本 列 ， 
则 对 任 给 的 >0, 存 在 自然 数 入 ,使 n,m 宇 N 时 ,有 


> max|z7?() — zt)| < es， 


j=0 at<b 


于 是 当 w,m 之 入 时 ,对 每 个 j(0<j<<8) 和 一 切 :€E [ea 的 ,有 
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zt) — XH) | <e， 
取 j==0 可 得 zx,(t) 二 z(t) ,zt 连续 ,再 由 数学 分 析 的 一 致 收敛 函 
数 序列 性 质 知 zs 二 x , (0 过 76), 所 以 zx()EC%[a,6bj， 
且 x 一 Zz; 故 Cia,5bj 是 一 个 Banach 空间 . 
应 当 注 意 , 不 完备 的 赋 范 线 空间 是 存在 的 . 
例 4 CLa,6j] 按 照 范 数 


zl = (lz pa)’, 


是 一 个 不 完备 的 赋 范 线性 空间 . 
证 ”在 数学 分 析 中 已 指出 | 。 | :满足 范 数 三 个 条 件 , 故 


a 


Ce , 妇 按 范 数 | 。|| ,是 一 个 赋 范 线性 空间 . 取 c 二 < ， 令 
Xt) = arctgn(t — c),t Elabl,n 一 1 2 3，…， 
则 z,( 世 处 处 收 伍 于 xo?) ,其 中 
TT 
了 ， 
Xo(t) 一 0， 上 一 C， 


一 本 ， a 过. 


据 勒 贝 格 控制 收 伍 定理 
| [z(t) — zolt) |:di —> 0, (nn 一 co)， 


故 {zx.02)) 按 有 ，。| 中 ; 强 收 伍 于 zo ;zolt)EC[La,5j, 若 CLa,5] 按 
| * | 2 是 完备 的 , 则 xn《t) 按 | * | 2 收 伍 于 某 一 个 连续 函数 
z() ,我 们 视 CLa ,gb 为 Li[a ,oO 的 一 个 子 空 间 , 据 L?[a,5j 中 收敛 
点 列 极限 元 的 唯一 性 , 知 
x(t) =z0lt), 

但 容易 看 到 zo(t) 不 可 能 对 等 于 一 个 连续 函数 ,因此 C[a,5] 按 
上 |， 中; 是 不 完备 的 . 

对 于 不 完备 的 赋 范 线性 空间 也 有 完备 化 定理 ,为 此 , 先 引进 等 
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距 同 构 概 念 . 

定义 2.3 设 X,X: 都 是 赋 范 线性 空间 ,上 ，|, ， 川 ,分别 
表示 X 和 Xi! 的 范 数 , 如 果 及 ,XX! 是 代数 同 构 的 , 同 构 映 射 为 工 ， 
且 同 构 映 射 了 是 等 距 映 射 , 即 对 任何 x,y€EXX, 有 

[Tz—Ty|,= lz yl, 

则 称 X 和 Xi 等 距 同 梅 . 

利用 上 更 离 空 间 的 完备 化 定理 可 得 下 面 的 完备 化 定理 ,我 们 略 
去 这 个 定理 的 证 明 , 仅 叙 述 如 下 ， 

定理 2.1 对 任 一 赋 范 线性 空间 X, 必 存在 一 个 Banach 空间 
Xo, 使 头等 距 同 构 于 XX。 的 一 个 稠密 子 空间 , 且 除 去 等 距 同 构 不 计 
外 ,Xe 是 唯一 确定 的 . 


2.3 空间 Lr[a,b1(1 寺 p 过 20) 和 LL”[a,bj 


在 现代 分 析 中 最 常用 的 函数 空间 是 L*[a,65j, 本 段 将 证 明 
L*[a,6j,(p 之 1) 和 1L”[a,65j 是 完备 的 赋 范 线性 空间 . 


Lr[a,6] 二 {fQ) 在 [a,5] 上 可 测 | Fo dt < o0}. 


L* [a,5] 中 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 元 素 .pp 二 1 时 ， 
Li[a,5j 即 为 [a,5] 上 勒 贝 格 可 积 函 数 全 体 , 简 记 为 LLa,6j. 

Lz[a,65j] 接 通常 的 函数 加 法 以 及 数 胰 运算 是 一 个 线性 空间 , 事 
实 上 , 设 f,g EL?[a;6b]; 因 为 f 二 +g 在 La,5j 上 仍然 可 测 , 而 且 由 

[re + gh 2 max{( lf 0)| ,|g 1))? 
2 f+ lg0)1?), 

可 知 |f 十 g1* 也 是 [a,56] 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数 , 即 f 十 gE€L*La， 
站 ,对 任 一 cE 开 ,arELefa ,5 显然 . 

对 每 个 fEL*[a,5j]; 规 定 


本 1/p 
f= (| lf la . (2.1) 
下 面 ,我 们 将 证 明 由 (2.1) 给 出 的 上 | " ,是 1?[a,6] 上 的 范 数 ， 
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首先 , 易 见 对 任 一 数 a€E KK, | ce 一， fl,, 上 了, 宕 


0 对 一 切 fEL?[a,5] 成 立 ,而 且 上 fi,=0 等 价 于 fQ4) 二 0, 即 了 
是 L?*[La,5j] 的 零 元 素 . 为 了 证 明 |‖ f 二 gs, 过 f|, 十 上 g| 上 ,我 
们 先 证 明 几 个 常用 的 不 等 式 ， 
引 理 1 设 p>1, 必 + 二 一 1, 则 对 一 切 0,7 宇 0 有 
Ep 
p 
证 考察 函数 ;= 一 g(t) 二 tz*(a>0), 因 为 1 守 0 时 ,yd (CD) 一 at 
>0, 所 以 8) 当 太 >0 时 严格 单调 上 升 ,其 反 函 数 1 二 s'* 当 >0 时 
也 是 严格 单调 上 升 的 . 任 取 后 ,7 盖 0, 如 图 11.1 所 示 平 面 区域 5， 
的 面积 


纪委 一 十 厅 ， (2. 2) 


A(S1) = | sds — 一 
0 


平面 区 域 9: 的 面积 
6 四 El+。 
ux(S,) = |: di = Ta 


(591) 十 KC(S;) 之 <7， 
而 且 等 号 当 且 仅 当 7 一 名 时 成 立 ,所 以 图 11.1 


Elte nt1/e 


5 委 一 十 一 一 一 (各 7 > 0). 
IT 二 1 十 工 


a ， 
现在 今 力 一 1 十 w, 即 a 一 也 一 1 , 则 9 一 1 十 过 ,于 是 ,7 之 0 时 ,有 
Et 7 
过 一 -一 。 
é7 Fr 十 了 
引 理 2 〈 霍 尔 得 [Holder] 不 等 式 ) 设 p>1, 十 二 一 1,f 
EL?[a,bj,gEL[a,b], 则 ff。gEL[a,bj], 且 


266 


[fwe Wa < fo la. (| lg ap. 


(2. 3) 


OL ,ya 一 ED ee cae], 
(| ep ave (| lg ld 


利用 不 等 式 (2. 2) ,得 


é(1) 一 


os 
5 
Cif baw lg de 


|fGQ)|? 十 [gCz) |? 

6 b 。 
pd| | Fe) ld) ad| gC) Jsdz) 
对 (2. 4) 两 边 积 分 ,得 

| | Fogd 1d ， 
一 一 一 一 过 一 
(| |f0Q) [zdz)1# . (| [g(t) |%dz) 1 p 
故 f ” gELLa,p], 且 
如 
| osgelaos Fl, lel 


特别 地 , 当 p= 二 gq 二 2 时 ,不 等 式 (2.3) 化 为 施 瓦 兹 (Schwartz) 
不 等 式 ， 
| lfWaw la < [fl,*. jgls (fs € Li[a,6b]). 
引 理 3 (了 明 可 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 ) 设 p 守 1,f,gE 
Lr[a,6j], 则 f 十 gEL?Lia,5bj,; 且 
[f+gl, f+ | gl,. (2. 5) 
证 pp 一 1 时 ,不 等 式 (2.5) 显 然 成 立 ,不 妨 设 p 这 1,f 十 g 关 0. 


因为 /+gELt[a,65], 所 以 Fe1SE Le[a, 扫 ,注意 到 二 一 5 一 1， 
则 


< (2. 4) 


+ 二 =1， 
gq 
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6 5 
| 7 (2) 十 gC) 1rd | |f O01 [|f0) + gC2)1*dz 


pb 
+| jg | » |f0) 十 go ?dz. 
(2. 6) 
对 (2. 6) 式 右边 应 用 Helder 不 等 式 , 得 


| ae + g(t) dt 


< fw + et lad TF, + lal, 


1 


号 
(| fe) + gba tll,+ lgl,, 


即 z 
[f+gls< lfl,+ lel;. 
综合 以 上 的 讨论 ,我 们 知道 L*[a,5] 按 | ，||; 是 一 个 赋 范 线 


定理 2.2 L?La,pgj( 委 2 天 十 co) 是 一 个 Banach 空间 . 
证 设 {f}) 是 L?[a,5j 中 的 任 一 基本 列 , 则 存在 自然 数 ni, 使 
得 当 n,m 这 ni 时 ， 
1 
[fo fl ,< 
不 妨 设 mn ,于 是 
一 了 
| Jj — ,| p << ook? (2. 7) 
pp 这 1 时 ,利用 Helder 不 等 式 
Df — fo le 


CD 


< Nf of NG — 


k= 1 
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一 (Cy， 庆 ) ,所 一 ai < co， (2. 8) 

Pp 二 1 时 ,由 (2. 7) 直 接 可 得 
SI 

利用 第 十 章 $ 3 中 的 和 逐 项 积分 定理 (定理 2. 2)， 
[2Ae=- f(D, 


(2) 1di < DE < ce， (2. 9) 


故 2, 17 GD 一 六 ，G)1 在 [a,b] 上 ae. 有 限 , 从 而 级 数 


f+ Lh, — £0)]) 
在 [|a, jj 上 a.e. 收 皱 ， | 了 (XxX), 使 
lim yj。 CD = 一 = f (1). 

下 面 证 明 f(x) ELr?[a,21]. 且 汪 一 了 i, 一 0. 因为 {f}) 是 
L*[a ,5 中 的 基本 列 , 对 任 给 的 es>0, 存 在 自然 数 ,使 nn>N 
时 

| f, — ff, | ,二 8， 
即 nsne>>N 时 
| ff Whe. 
上 式 中 国定 n>N, 让 ->oo, 由 法 杜 定理 ,得 
[MAORI AGE AO 
(2. 10) 
则 
f, 本 f EE Lr*[a,b|, 
故 j 一 上 十 (Cf 一 让)EL2a,o 又 由 (2.10) 可 知 , 当 n> 时 


| f, ~ fl, e, 
269 


所 以 ff 一 了 f,L?*[a,5 是 一 个 Banach 空间 . 
定理 2.3 L*[a,b5j(l 志 p 二 吕 ) 是 可 分 的 . 
证 ”本 定理 的 证 明 分 成 三 步 进行 . 
(1) 设 Bfa ,的 是 La,o 上 的 有 界 可 测 函 数 全 体 , 则 B[a,5bj 在 
L*[a,6b] 中 稠密 . 对 fELz[a,5j, 作 函数 列 
f (0), |f 0)| 二 nn， 
1 = 业 If | > x. 
则 每 个 f,(2) 是 La,65] 上 的 有 界 可 测 随 数 , 且 
| [fC2) 一 Fi) 1*dt = | |f C2) |#dz. 
a E(|fI>n) 
因为 fEL?z[La,2j, 则 
mECIfI>m) < S| old 0, 一 co)， 
故 存 在 自然 数 N ,使 * 盖 六 时 ,有 
mE(|f|>1n) < 和. 
再 由 积分 的 绝对 连续 性 ,对 任 一 s 盖 0, 必 有 SG>0, 使 得 当 eCfa， 
b ,me<=$ 时， 
| |f@) 1?*dt < et, 
故 nN 时 ， 
|.— fl,<e. 
这 就 证 明了 Bla,6&j 在 L*[a,5j 中 稠密 . : 
(2) 按照 | 。 | ,导出 的 距离 ,CLa,65j 在 BLa,5j 中 和 而 密 ,从 而 


CLa;,5j 在 L?*La,6j 中 稠密 . 
任 取 fEBfe, 习 , 设 | JI 委 开 GE[e,p), 任 取 s>>0, 由 第 九 


章 重金 定理 3. 2, 对 正 数 5 一 | 夫 | ,存在 gCDE C[a, 扫 ,使 得 
mE(f #8g) < 以 及 1g8G)| 委 天 GE [ap]). 
于 是 


| : 
| |f0) — g0) ?dt= | Fa — gC2) ledz 
a E(fg) 
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委 (2 天 ) .9 一 时 ， 
故 C[a,5b] 按 上 ，| ;导出 的 距离 在 BLa,6] 中 稠密 
(3) 记 Pi 为 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 全 体 ,按照 ‖ 。 | ,，P， 
在 Cla ,oj 中 稠密 . 
事实 上 ,首先 由 本 章 $1 例 9, 按 ClLe,oj 的 范 数 ,P, 是 Cla,6] 
的 可 列 稠密 子 集 , 则 对 任何 ffECLa,6] 和 s>>0, 存 在 p(t)E Pi, 使 
得 


,rb 
于 是 按照 L*La,5bj] 的 范 数 上 。，|,, 有 
If—pl$= | ze — p(t) |?dt < ez, 
这 说 明 按 | ， | ,,P, 在 CLa,6] 中 秽 密 ,于 是 由 (1),(2) 可 知 Pi 是 
IL*[a,5j] 的 可 数 秽 密 子 集 , 故 L*[a,5j 是 一 个 可 分 的 Banach 空间 . 
我 们 称 定义 在 可 测 集 巨 上 的 可 测 函 数 f 是 本 性 有 界 的 ,是 指 
除去 五 中 的 某 个 零 测度 集 外 ,f 是 有 界 的 , 记 
L™[a sb | 一 {f (2) 在 [La ,2 上 可 测 :f 在 [a,6j 上 本 性 有 界 } 9 
L>”La,oj 中 元 乎 处 处 相等 的 图 数 看 作 同 一 元 素 . 在 ”La, oj 中 规 
定 范 数 z 
| 7 = = inf ‘ sup_ f(D), (2. 11) 
(2. 11) 右 边 也 记 作 ess .SuP ,| fe) | , 则 L~[a,6] 是 一 一 个 赋 范 线性 
空间 . 
我 们 首先 指出 (2. 11) 中 的 下 确 界 inf 是 可 以 达到 的 , 即 存在 
EoCla ,0 ] ,mEo 一 0, 使 | 了 了 | i 。 |f 0) |. 
事实 上 ,根据 inf 的 定义 ,对 每 个 n， 有 eCLa ,2 ] ,使 men -一 0， 
以 及 
,sup IFO| < 117- 十 议 . 


271 


取 了 ,一 Ue. 则 Mi 五 "一 0, 且 
[F< sup | 过 sup IfW| < FI + 
[a,6]— E, [4,6j—e, n 


令 n 一 00 ,就 得 到 
| f= ,Sup, |f 2) |. 
利用 (C2. 11) 容 易 证 明 L~[a,5j 是 一 个 线性 空间 以 及 上 ， | - 
是 L~[a,8j 上 的 范 数 . 我 们 只 须 证 明 
[f+gel。< f+ el (f,g € LL”La,b)). 
设 f,gEL”[a,b], 不 妨 设 存在 ei,ezCla,bj],mei 一 mes 二 0， 
使 


1 fl = sup | 7 gil 一 -sup lgGo)|， 
[4,8]—el [a,6]—e, 


则 
| f+els< sup |f(D 十 EC 


过 sup |fQ)|I++ sup |gQ)| 
a,6]—e] Ue, [a,8]~e, Ue, 

< sup |f@)|++ sup |gQ)| 
[a,68]—el [a,6]—e, 


= | fl-++ lg| >. 

定理 2.4 L”[a,6b | 是 一 个 Banach 空间 . 

证 首先 按照 (2.11) 易 证 L~[a,5j 中 是 所 一 了 >。 一 0 等 价 于 
存在 EoCfa;0, 使 mE。 一 0, 而 在 [a,6] 一 Eo。 上 f,() 二 f(z)( 几 平 
处 处 一 致 收 钙 ). 现 设 {f,} 是 L”La,65j] 中 的 一 个 基本 列 , 则 对 任 给 
的 e 汪 0, 存 在 自然 数 入 ,使 得 当 n,m 之 NN 时 ， 

Im fl < 
由 (2.11) 式 知 存 在 EmmCLa,5], 使 mE 二 0, 且 

Tf fol = sup(|fs0) — fl) |:t € [ab] — E,,)}. 

所 E= UEm, 则 ECl[abl ,mE=0, 当 tE€E[a,b)—E,H m,n 宕 N 
时 
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| 万 人 一 万 人 | 委 sup{(| 太一 廊 人 GE [ap 一 
sup{|f.0) — ft)|:t €E [a,b]— 
< 8， (2. 12) 
故 当 i1ELa,5j 一 天 时 ,(f(2)) 是 一 基本 的 实数 列 , 从 而 必 收 敛 于 
某 个 实数 f() ,任意 定义 Fi 在 五 上 之 值 , 则 f(z) 在 La,5] 上 可 
测 ,下面 证 明 f(Q)EL”[a,6], 且 f/f 一 fe.>0，(n 一 00). 
在 (2. 12) 中 国定 "之 N ,让 mm 一 co ,得 
| 六 GO 一 7 委 EGYEE Lab — En>N), (2.13) 
因此 , 访 一 AEL [La 可,j 一 太一 ( 访 一 站 EL La, , 且 
| fm fe, tN), 
所 以 上 一 |。 一 0，(n 一 co0),L”[a,bj] 是 一 个 Banach 空间 . 
类 似 于 $1 中 指出 的 有 界 可 测 函 数 BLO,1] 的 不 可 分 性 ( 见 
$1 例 10), 可 以 证 明 L”[a,65j] 是 不 可 分 的 . 


2.4 空间 [PO 寺 p 二 0) 和 1” 


记 满 足 》) |zi|?* 二 吕 ,(1 声 p 过 0) 的 实 (或 复 ) 数 列 zx 一 


{za} 全 体 为 ,对 1 中 任意 两 个 元 素 z 一 (zy 一 {y) 和 数 acE 天 
( 实 的 或 复 的 ) ,规定 
二 y= (Xi 二 YisTz 二 yo") Ta 十 四 
az = (QZiyQZa AT }. 
az€1? 显然 ,因为 
[zi 二 yl? (zil 十 | 
委 2*C(max(|zil|, |y1))? 
委 2 zl? + [yl?), 
所 以 


5) la + nl’ < 2 elt Dy ?) < co， 


即 z+yEl, 故 1? 是 一 个 线 性 空间 
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在 1? 中 ,规定 
1 zs = CO lr)?) Ye. (2. 14) 


定理 2.5 _ 11 委 2 一 ce) 按 (2. 14) 规 定 的 范 数 是 一 个 可 分 的 
Banach 空间 . 
证 不 妨 设 1* 是 实 的 数列 空间 . 
《1) 首先 利用 引 理 1 中 的 不 等 式 (2. 2) 


67 
Pp 
来 推导 出 数列 形式 的 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 : 


Sy | za < 9 EA S3 | |, 
k=1 


必 >>1, 方 十 二 一 1D， (2. 15) 


én 过 + 二， (6,7 之 0, 广 十 地 一 1,p > 1) 


SMEARALDLESONEADLE ON 
二 二 1 k=1 E== 1 


(2.16) 
事实 上 ,不 妨 设 zx 有 , 关 0, | y | 有, 关 0, 令 
|z | | yz | 
“TzT ?= Tyfe 
则 得 
/ zy | zl? | 
下 
ne IT 站 


(2 lz 所 方 十 


1 _ | 
TD Ty 


1 
9 
所 以 
Dz rl, ly|,, 
k=1 
上 zl ,= 二 0 或 y= 二 0 时 ,不 等 式 (2.15) 显 然 成 立 . 
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为 了 证 明 (2. 16) ,类 似 于 引 理 3 证明,p= 二 1 时 ,(2.16) 显 然 成 
立 , 故 不 妨 设 >1，, | zx 十 y | ;, 关 0. 因为 z 十 yE1?, 所 以 数列 {|z， 


十 2 } 属 于 1, 注意 到 全 一 思 一 1, 风 


> [zi 十 yi |?= 2 [zit yal * [zi yl? 
4 一 1 = 


CO 


2 2 。 | 十 和 2 


十 PAE |zi 十 yl*®, (2.17) 
对 (2.17) 右 边 应 用 Helder 不 等 区 (2 15) ,得 
3 [x + Yl? CS [zi + yt) 
k=1 pe 


. E93 ED (2 | 和 152]， 
所 以 
Tz+yl,< zl,+ | y|,, 
1 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 
(2) 证 明 1? 的 完备 性 ， 
设 {z"”)}) 是 1? 中 的 任 一 基本 列 ,其 中 
Cn) — = (T,X ，。 人 。… )， 


则 对 任 给 的 se 盖 0, 存 在 自然 数 N ,使 得 当 ” 之 N 时 ,有 
plz wr) 一 S3 [zt 一 x" 2) < E， (2. 18) 
从 而 可 知 , 对 每 个 ;, 数 到 {zp ) 收 全 设 limzi” =z ;我 们 记 
光一 (Xl os seS" … ). 


下 面 证 明 工 筷 1, 且 pl(z™ ,Xr) 一 | Tz | > 人， (12 一 co ) . 由 
《2. 18) 知 对 每 一 个 自然 数 &, 当 n,m 之 和 N 时 ， 


是 
> |zP — zr |? < et, (2. 19) 


CT 
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k 
DzP zl =1,2,3,.). 
再 令 k 一 co, 则 
Dzze >N). 
从 而 当 ” 之 N 时 ,x 一 XEl?,X=(zx 一 Xx) 十 TE1?, 且 
Iz —zl,<e (n 之 N), 
即 上 x 一 zx 一 0 一 oo0), 故 1 是 一 个 Banach 空间 . 

(3) 1 的 可 分 性 . 

令 五 ,一 {zEH;Zz 一 (rr 和 roy0) ,每 个 Fi 都 是 有 理 数 ,1 
< 和 2,7EN), 则 五 是 一 个 可 列 集 , 任 取 zE1 和 es>>0, 存 在 自然 
数 ,使 

> ， [zi|? 过 5, 


i 二 % 十 1 


对 1 一 1]，2，… ,7 存在 有 理 数 7 912 9 ,7 使 


型 er 
> |z; rl? < 


fi 一 了 


故 存 在 Xo 二 《71972 9 0 …) 生 五 ,使 


n [pe 
Iz—zol?= > lz—rl?+ > |zl*<e, 
1: 二 1 


;一 2 十 1 
即 
OCXZo) < 86， 
这 就 证 明了 Eo 是 1 的 一 个 可 数 稠密 子 集 , 故 姜 是 可 分 的 ， 
设 1 是 有 界 数列 ( 实 的 或 复 的 ) 全 体 按 通常 数列 空间 中 线性 
运算 所 组 成 的 线性 空间 ,对 XE1l” ,z= 二 《zi ,Zo Xn," 令 
i zl = sup lzil, 
则 易 知 1” 按 上 。| 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 
我 们 还 可 以 证 明 1 是 一 个 不 可 分 的 Banach 空间 . 关于 1 的 
完备 性 读者 作为 练习 自己 写 出 ,1 的 不 可 分 性 可 类 似 于 本 章 8$1 
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例 10 来 证 明 . 事实 上 ,考察 集合 
一 {实数 列 (&,) :6 一 0 或 1 -一 1,2,3,.…}， 
则 Eo Cl™ ,Eo 的 势 为 汽 , 且 X,YE Eo XAFY 了 时, p(x,y)=1. 如 果 


[~ 可 分 , 则 存在 可 数 集 {y“} 在 "中 稠密 ,以 yw 为 中 心 ,二 为 半生 
作 开 球 S| > ,于 | ,(S| > 中 ,二 )| :4 一 1,2,3,…} 可 列 .因为 
, Us|y®,3| or, 
则 E, 中 至 少 有 二 个 元 素 ,x,y(z 隆 y) 属 于 同一 个 开 球 S| y”, 雪 |， 
于 是 
1 = plz,y) pT,y™) 十 CC ,y) < 3 

矛盾 , 故 1 不 可 分 

如 果 z=1 时 , 记 4 一 co, 则 数列 形式 的 Halder 不 等 式 (2. 15) 

Dizol < lzl yl 

对 p 二 1 也 成 立 . z 


33 去 性 


我 们 知道 ,实数 域 除了 完备 性 这 一 重要 特性 外 ,还 有 一 个 重要 
特性 ,就 是 任何 有 界 无 穷 点 列 必 有 收敛 子 列 , 利 用 这 个 特性 ,在 数 
学 分 析 中 可 以 证 明 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 有 界 性 、 一 致 连续 
性 等 重要 性 质 . 分 析 中 的 许多 重要 定理 如 单调 有 界 数列 必 有 极限 
也 要 用 它 来 证 明 . 可 以 认为 ,实数 空间 的 这 个 特性 所 反映 的 事实 
在 分 析 中 起 着 基本 的 作用 . 

自然 要 问 : 一 般 的 距离 空间 是 否 也 有 这 个 特性 吗 ? 下 面 将 会 看 
到 ,在 一 般 距 离 空 间 中 ,这 个 特性 并 不 能 保持 . 本 节 将 讨论 在 一 般 
距离 空间 中 有 界 无 穷 集 是 否 存在 收敛 子 列 ,在 距离 空间 中 引进 “ 列 
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紧 ” 和 “ 紧 集 ”概念 ,给 出 了 一 些 具体 空间 中 列 紧 集 的 特征 ,最 后 将 
利用 “ 列 紧 ”的 概念 给 出 有 限 维 空间 的 特征 . 


3.1 列 紧 集 与 全 有 界 集 


先 看 一 个 例子 , 它 说 明 对 于 一 般 距 离 空 间 , 有 界 点 列 未 必 有 收 
敏 子 列 . 

例 1 设 生 =, 令 e 一 (0,0,…，1,0,…) 表 示 第 2” 位 坐标 等 
于 1, 其 它 坐 标 为 0 的 元 素 (x 一 1,2,3,…), 则 ple,,0) 二 1, 故 {e) 
是 中 的 有 界 点 列 ,但 nn 关 m 时 ， / : 

pleryen) = V2, 

故 {e,} 不 可 能 存在 收敛 子 序列 . 

定义 3.1 设 X 为 上 距离 空间 ,无穷 集 4CX, 如 果 4 的 任 一 无 
穷 点 列 必 有 收敛 子 序列 , 则 称 4 为 列 紧 集 ( 或 相对 紧 集 ); 如 果 X 
本 身 列 紧 , 则 称 X 为 列 紧 距 离 空间 ,简称 为 列 紧 空间 ;如 果 4 为 列 
紧 闭 集 则 称 4 为 自 列 紧 集 . 

由 定义 3. 1 容易 得 到 下 面 几 个 简单 性 质 

1” 列 紧 集 的 子 集 也 是 列 紧 的 ,如 果 {4。 ). el 是 一 族 自 列 紧 集 ， 
则 站 4。 也 是 自 列 紧 集 ， 

2” 列 紧 空间 是 完备 的 ， 

3 如 果 4 列 紧 , 则 4 自 列 紧 . 

我 们 证 明 性 质 2 和 3". 设 {x,} 是 列 紧 空间 半 中 的 基本 列 ,由 
列 紧 性 ,可 取出 子 序列 (xz, ) ,使 x, 一 zoE€X. 因为 

PlTns To0) SE pTns Tn) 十 PX, TX0), 

且 {z,} 是 基本 列 , 故 po(Czy,zo) 一 0,X 完备 . 

现 设 4 列 是 紧 , 任 取 {z,)}Cd, 对 每 个 2 由 于 习 E4, 则 存在 
yiE4, 使 


1 
OUCZn Yn) = 记 ， 
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因为 4 列 紧 ,可 取 子 序列 {y,,) ,使 yyE4, 从 而 x 一 y,4 自 列 
定义 3.2 设 X 为 距离 空间 ,4,BCX, 给 定 es 之 0, 如 所 
USCz,e) DA, 

则 称 B 是 4 的 一 个 。 网 ;如 果 对 任意 的 正 数 se,4 总 存在 有 穷 的 e 

网 B, 则 称 4 是 完全 有 界 集 或 全 有 界 集 . 

应 当 注 意 ,在 定义 中 ,并 未 要 求 B 是 4 的 子 集 , 但 是 可 以 证 
明 : 如 果 4 是 全 有 界 集 , 则 对 任何 s 盖 0, 必 存在 BCA, 使 得 B 是 4 
的 有 穷 e 网 . 

事实 上 ,对 e>0, 先 取 4 的 有 穷 忆 网 (y15y4，… ,ys)， 当 A 站 


1 


S| ys 芋 | 关 BI 时 , 取 zxE4NS| ,| , 则 这 些 zx 便 组 成 4 的 有 
穷 e 网 . 

定理 3.1 全 有 界 集 必 有 界 , 而 且 是 可 分 的 . 

证 (1) 设 A4 全 有 界 , 取 c= 二 1, 取 4 的 有 穷 1 网 {zi,Xxs,，*…， 


Zn , 则 


A C US,1). 
对 每 个 zE Ah, 必 有 zi, (1 志 k 志 no) 使 


CCZ Xi) < 1, 
因此 
CCZ5TZIDS COCC ZE 十 PT XI) 
< 1 十 Pax CCZeZ11 ， 
所 以 4 是 有 界 集 . 


(2) 设 4 全 有 界 ,B, 是 4 的 有 穷 二 网 ,不 妨 设 BC4. 令 B 


=UB,,B 是 可 列 集 , 我 们 证 明 B 在 4 中 稠密 . 事实 上 ,对 任 一 = 


E 4 和 自然数 ”因为 
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4 CC U Es ， 

则 存在 x,€ B， ,使 ZES|z ， 元 , 即 p(zyz,) 过 二 ,从 而 得 到 点 列 
{Xx}CB, 使 xz, 一 zx,B 在 4 中 稠密 . 

应 当 指 出 4 有 界 不 一 定 全 有 界 . 读者 可 以 证 明 本 节 例 1 中 
的 点 列 (e,} 组 成 的 集 4 在 关中 不 是 全 有 界 的 . 

下 面 的 定理 给 出 了 列 紧 和 全 有 界 的 关系 . 

定理 3.2 设 X 为 距离 空间 ,A4CX, 如 果 4 列 紧 , 则 4 必 全 
有 界 ; 又 若 XX 是 完备 的 距离 空间 , 则 当 4 全 有 界 时 ,4 必定 是 列 紧 
集 . 因此 在 完备 距离 空间 中 , 列 紧 性 与 全 有 界 性 等 价 . 
证 (1) 设 4 是 距离 空间 XX 中 的 列 紧 集 , 但 不 全 有 界 , 则 存 

在 eeo>0, 使 4 没有 有 穷 se 网 . 任 取 x1€4, 必 存在 x;€4, 使 
plzisX2) 这 60, 否则 {zx} 就 是 4 的 有 穷 6 网 . 同 理 , 存 在 zsE4， 
使 pCzi,x3) 之 eo (二 1,2),… ,由 此 ,可 得 到 4 中 点 列 {z), 当 , 天 
n 时 ， 
p(Xms Tn) 之 50， 

这 种 点 列 显然 不 存在 收敛 子 序 列 ,这 与 4 的 列 紧 性 矛盾 , 故 4 全 
有 界 . 

(2) 现 设 卫 完备 ,ACX 全 有 界 ,B 为 4 的 任 一 无 穷 子 集 , 取 
6 一 广 ,n 二 1,2,3,…, 对 ,4 有 有 穷 a 网 , 则 存在 有 穷 个 半径 为 


si 的 开 球 之 并 覆盖 4 , 当然 也 覆盖 B, 故 B 中 必 有 一 无 穷 子 集 , 包 
含 在 这 些 开 球 的 某 一 个 中 , 记 这 个 开 球 为 SiC(y1,e1), 令 Bl 二 Bn 
Si,; 则 Bl 是 4 的 无 穷 子 集 ,BICS1 Cy ,£1). 重复 使 用 上 面 的 方法 ， 
存在 开 球 $:(yz,e) ,使 B. 门 5S; 为 无 穷 集 , 令 

B, = Bi (1S,,B, C SH,Cys ,82). 
依 此 类 推 ,我 们 可 得 到 一 列 无 穷 集 

B,D B,D BOD B,D , 
以 及 一 列 开 球 SiCyiysl)， Si(ysyesz)，…9 (yyes)，… ,满足 
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B, CS,,S, 的 半径 = _> 0. 


任 取 Xi€Bi,zxz€E Bs— {ri} TE Br {ri Ta Tn 1}, 
,得 到 点 列 1z,) ,由 BCS; 以 及 Bj 必 Bs 汪 B; 活 …, 知 对 任 一 
以 及 任 一 区 之 n, 有 

Tns Tn E Si,(Yrs En,), 
则 
p27) < ,Cm > 1). 


{z,} 是 基本 列 , 和 完备 , 故 {z,} 必 收敛 于 和 中 某 一 点 , 即 4 是 列 紧 
的 . 

推论 设 和 是 完备 的 距离 空间 ,4CX, 则 4 为 列 紧 集 的 充 要 
条 件 是 对 任 给 的 。>0,4 存在 列 紧 的 e 网 . 

证 必要 性 是 显然 的 ,因为 4 列 紧 时 ,4 本 身 就 是 它 的 一 个 
列 紧 。 网 . 充分 性 , 设 对 任 给 的 e>0,4 存在 列 紧 的 二 网 8, 因为 


8 列 紧 ,按照 定理 3. 2,B 必 全 有 界 ,B 有 有 穷 的 网 C, 则 C 为 4 
的 有 穷 s 网 , 故 4 全 有 界 , 由 于 完备 ,4 必 列 紧 . 


3.2 紧 集 


数学 分 析 中 ,一 个 有 界 闭 区 间 的 任 一 开 履 盖 必 可 取出 有 限 开 
覆盖 . 本 段 将 考察 ,距离 空间 中 自 列 紧 集 与 “有 限 开 履 盖 ”的 关系 . 
设 4 是 距离 空间 X 的 子 集 , 如 果 有 多 =(Cojer 是 和 中 的 一 族 开 
集 ,使 ACUG., 则 称 多 为 4 的 一 个 开 覆 盖 . 如 果 多 =={G。)ser 
中 元 素 的 个 数 是 有 限 的 , 则 称 多 为 4 的 一 个 有 限 开 履 盖 . 

定义 3.3 设 关 为 距离 空间 ,ACX, 如 果 从 4 的 任 一 开 复 盖 
{Gc}sel 中 可 取出 有 限 开 和 覆盖 , 则 称 4 为 紧 集 ;如 果 空 间 X 本 身 是 
紧 的 , 则 称 X 为 紧 距 离 空 间 ,或 简称 为 紧 空 间 . 

定理 3.3 设 X 为 距离 空间 ,4CX, 则 4 为 自 列 紧 集 的 充 要 
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条 件 是 4 为 紧 集 . 

证 ”必要 性 分 两 步 进 行 证 明 ， 

(1) 证 明 从 4 的 任 一 开 履 盖 {G.)selz 中 可 取出 可 列 开 复 蕾 
{G。)i. 设 (Gojser 是 4 的 任 一 开 覆 盖 , 因 为 4 自 列 紧 , 必 可 分 ， 
记 B= (zz ze) 为 4 的 可 列 稠密 子 集 . 任 取 zE4, 则 存在 
某 个 G., 使 zxEG.,G。 为 开 集 , 故 存在 s 盖 0, 使 SCz,e)CC- 又 因 


为 已 二 4 , 故 必 存在 XxX:EB, 使 pz yz) < 取 有 理 数 r, 使 
所 € 
A 过 Bp 
则 ZESCzriyr)CSCzr,E)CG。 因为 
(SXir) :Te E Br 为 有 理 数 } 
至 多 可 列 ,zE 4 是 任 取 的 , 故 可 取出 至 多 可 列 个 开 球 4S (zesr)} 复 


盖 4, 其 中 S (xh ,7) 己 某 个 Ga. 将 {Sz ,7) } 重 新 编号 得 S192 °°, 
Sn ;相应 地 有 Ga Geo, 9""" » Ga,» ~“*e ,SCC。， 则 


Uc. oA. 

(2) 证 明 从 可 列 复 郑 {S} 可 取出 有 限 开 覆 盖 , 从 而 {G-jey 可 
取出 有 限 开 覆盖 . 设 不 然 , 则 对 任 一 自然 数 2,4 一 凯 S, 为 无 穷 
集 , 故 对 每 一 个 7, 存在 yy E A 一 US 这 样 就 得 到 了 4 的 一 个 无 
穷 点 列 {y}. 由 于 和 4 自 列 紧 , 则 存在 子 序列 一 EA. 我 们 容易 
证 明 yo 二 Si 一 1,2,…), 这 与 US4 习 4 矛盾 , 故 存在 0 使 4 


CUS, 相应 地 有 
U6, 2 4. 
充分 性 : 设 4 为 紧 集 . 任 取 无 穷 点 列 {x,}CAh, 设 不 存在 子 
序列 {zx} 收敛 于 4 中 一 点 , 则 对 每 一 个 y€ 4, 存 在 56,0, 使 
SCy,6,)( 除 去 y 本 身 外 ) 不 含 (z) 的 点 . 因为 
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U2 (Cy,0,) DO AD {rz}, 


由 4 的 紧 性 ,可 取出 有 限 个 开 球 SCyi,6,),S (yzs6,) "5 (yt， 
6, ) 复 盖 4, 因 此 {z,} 中 至 多 有 有 限 个 点 属于 4, 矛盾 , 故 4 自 列 
紧 . 

在 § 3.1,§$ 3.2 中 ,我 们 引进 了 四 个 概念 : 列 紧 性 , 自 列 紧 性 ， 
全 有 界 性 和 紧 性 ,并 讨论 了 它们 之 间 的 关系 . 在 本 书 中 ,这 四 个 概 
念 都 是 对 无 穷 集 来 说 的 ,如 果 要 将 有 限 集 的 情形 包括 在 内 ,只 需 将 
“无 穷 ? 两 字 去 掉 ,并 且 在 用 到 点 列 的 地 方 ,允许 它 可 以 只 含有 有 限 
个 不 同 的 元 素 ( 于 是 有 的 元 素 在 点 列 中 将 出 现 无 穷 多 次 ) ,那么 全 
部 概念 和 论证 都 是 有 效 的 . 


3.3 具体 空间 中 集合 列 紧 性 的 判别 法 


在 一 些 具体 问题 中 往往 需要 刻 划 出 某 些 空间 中 列 紧 集 的 特 
征 ,本 段 我 们 将 以 R",CLa,5j 为 例 来 说 明 处 理 这 类 问题 的 方法 . 
例 2 R" 中 点 集 4 是 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 4 为 有 界 集 . 

证 由 定理 3.2,4 列 紧 必 全 有 界 ,再 由 定理 3.1 知 4 必 有 
界 ,反之 , 设 4 为 R" 中 的 有 界 集 . 任 取 4 中 点 列 {z…} ,其 中 


{Rk) _. (Ck) (Ck) (Rk) 
机 一 (21 9 ). 


设 

Iz® | MG = 1,2,3,.), 
则 对 1=1,2,…,n， 

Iz™* | Dz™ | aM 

所 以 对 每 个 1==1,2,…,n, {x} 是 RR 中 的 有 界 点 列 , 从 而 存在 子 
序列 () ,使 

Tm > (1 = 1,2,." ,7). 
令 xz 一 (ziyz…z)， 则 易 知 


| z 


故 4 是 列 紧 集 . 
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为 了 讨论 ClLe ,外 中 点 集 的 列 紧 性 ,我 们 先 引 入 一 个 概念 . 
设 4 是 [a,b5] 上 一 族 实 值 连续 函数 ,如 果 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 
6>0, 使 得 对 任意 两 点 i,t Ef[a,5],; 当 |z 一 | 二 时 ,对 一 切 zz) 


EA 成 立 
[ze — zl) | <, 
则 称 4 是 等 度 连续 的 . 
例 3 ClLa,5 | 中 集合 列 紧 的 条 件 . 
定理 3.4 (Arzela-Ascoli) ”ACCla;,2j 为 列 紧 集 的 充 要 条 


件 是 4 为 有 界 集 , 且 为 等 度 连续 的 范 数 族 . 
明 4 的 等 度 连续 性 . 
对 任 给 的 se>0, 存 在 4 的 地 网 zi CD ,zz(t),…z(t). 因为 每 
个 Xxi(t) ECLa,b | (二 1,2,… ,no) , 故 存在 6 汪 0, 当 t,t'E [a ,b |， 
|t 一 | 之 6 时 ,有 
ral) — ze) | < k= 1,2, ,m0), (3. 1) 
任 取 T(t)EA, 因 为 
有 4 CUs|z§ 
则 存在 &(1 委 4 魏 2o) ,使 zEslr , 即 
CD 一 ma 去 本 GLE [ae, 拉 )， (3. 2) 


故 当 | 一 | 过 6 时 ,由 (3.1),(3.2) 立 即 得 
lz 一 TCD 有 委 |zG) — rl) | 
十 |zeGt) — zl ) | 二 + |r ) Oo rz() | 
~ 十 十 本 一 6e， 
对 一 切 zGDE4 成 立 , 从 而 4 等 度 连 续 . 
充分 性 : 设 4 是 ClLa,oj 中 有 界 点 集 , 而 且 又 是 等 度 连续 的 . 
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因为 CLa,5j 是 完备 的 , 据 定 理 3. 2, 只 须 证 明 4 是 全 有 界 集 . 
对 任 给 的 s>0, 由 4 的 等 度 连续 性 ,存在 6 汪 0, 使 得 当 t,t € 
[a,bj， |t—z |<6 时 ,对 一 切 Z(t)EA, 有 


[Iz0) 一 GD)| 二 Ee (3. 3) 
取 妈 ,使 > 一 4<6, 将 [a,5]Cn 一 1) 等 分 ,分 点 为 Q = 过 tt 一 
六 令 


A, = {2 = (rt) rf), TL)) Tt) €E A), 
由 4 的 有 界 性 知 4. 是 R" 中 的 有 界 集 , 据 例 2,4, 是 R" 中 的 全 有 
界 集 ， 即 有 Tl (#) ,T(t),… ,Til(t)EA, 使 A, 中 k 个 点 
Z7 = (Ti £1) it) Tt) ) ,I = ],2,'",k,， 
组 成 4， 的 三 网 。 现在 我 们 证 明 {ziGzy GZ 是 A 的 E 
网 * 事实 上 , 任 取 x(t)EA, 由 Z= (zr) ,Tt Tt)) EE A,, 
所 以 存在 j(1 志 7 志 8) ,使 
p(ZW,2) 一 (2 GD — TY) < (3.4) 
因此 | | 
[z(t,) — Zz;(t,) | <3i= 1 ,2,°"* ,nn， (3.5) 


对 于 t€E[a,6j], 设 i€ [t,tit1j, 据 (3. 3),(3. 5) 立即 得 
[zt — Zz) | Iz0) — zr) | 
[zi) zt) | 二 [z(t) — z(t) | 
E E 
< 3 十 3 十 3 = €， 
因此 | 
px,s7x;))= |rz—z;| =<e, 
{zi ,X(t) ,Xalt)}) 是 4 的 ce 网 , 故 4 必 列 紧 . 
应 当 指 出 ,在 很 多 情况 下 刻 划 列 紧 集 的 特征 是 比较 复杂 的 和 


十 分 困难 的 ,例如 ,我 们 还 可 以 证 明 : 
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空间 L*[a,5](1 过 p 二 2) 中 集合 4 列 紧 的 充 要 条 件 是 下 列 两 
个 条 件 满足 : 
(1) 存在 常数 外 ,使 对 任意 的 zQ)E4, 有 xz | , 志 K, 即 
| lz di < Kr?. 


(2) 对 任 给 的 二 0, 存 在 >0, 只 要 0<h<6, 就 有 
OCT = zxs— zl, < e, 


对 一 切 x()E A 成立, 其 中 
zilt) 二 去 | za ( € [asblsh > 0). 


由 于 上 式 右 端 积分 用 到 x() 在 [a,5] 之 外 的 值 ,为 此 ,我 们 补充 规 
定 1€[a,b| 时 ,z(t)=0. : 

由 于 这 一 结论 的 证 明 较 为 复杂 ,我 们 把 它 略 去 ,有 兴趣 的 读者 
可 参阅 文献 L6] ,[L7]. 


3.4 紧 集 上 的 连续 映射 


我 们 现在 把 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 拓 广 到 上 距离 空间 紧 集 上 
的 连续 映射 上 来 . 
定理 3.5 设 X,Xi 均 为 距离 空间 ,A4CX 是 紧 集 ,了 是 4 到 
Xi 中 的 连续 映射 , 则 f 的 象 B==f(4) 二 {f(z):zE4) 也 是 Xi; 中 
的 紧 集 . : 
证 设 {y,}CB, 相 应 地 有 4 中 的 点 列 {z) ,使 得 y, 二 (x,)， 
n 二 1,2,"…, 因 为 4 是 紧 集 ,所 以 存在 子 序列 {zx, } ,使 zx; 一 zo€ 4h， 
利用 f 的 连续 性 ,立即 得 
limy, = lim/(z,) = f(z) € 2B, 
所 以 B 二 f(A4) 是 紧 集 . 
从 这 个 定理 的 证 明 也 可 以 知道 :距离 空间 XX 上 的 连续 映射 必 
然 把 列 紧 集 映 为 列 紧 集 : 
”定理 3.6 设 4 是 距离 空间 XX 中 的 紧 集 ,f 是 定义 在 4 上 的 
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实 值 连续 函数 , 则 f 在 A 上 必 有 界 , 而 且 可 达到 上 、 下 确 界 . 

证 ”由 定理 3.5,f(4) 是 实数 空间 R 中 的 紧 集 ,所 以 (4) 是 
R 中 的 有 界 点 集 , 又 f(4) 是 RR 中 的 紧 集 等 价 于 f(4) 是 列 紧 闭 
集 , 故 f(4) 是 RR 中 的 有 界 闭 集 ,从 而 (4) 的 上 确 界 yi 及 下 确 界 
”Ys 均 属 于 fC(4), 即 存在 zi,zxs:€ 有 4, 使 得 : 

y1 一 f(z) = sup/ (7), yz = f (x:) = inf J (x). 

定义 3.4 设 XX,Y 都 是 距离 空间 ,A4CX,BCY, 如 果 映 射 T 
是 4 到 BB 上 的 一 对 一 映射 ,并 且 人 及 其 逆 映 射 T-! 都 是 连续 的 ， 
则 称 了 是 4 到 B 上 的 拓扑 映射 , 称 4 和 B 是 同 胚 的 . : 

定理 3.7 设 4,B8 分 别 是 距离 空间 X,Y 中 的 紧 集 ,TT 是 4 
到 B 上 的 一 对 一 连续 映射 , 则 TT 必 是 拓扑 映射 . 

证 由 定义 3.4, 我 们 只 要 证 明了 1 是 连续 的 ,按照 本 章 $1 
中 的 定理 1.7, 只 要 证 明了 的 逆 映 射 荆 把 4 的 任 一 闭 子 集 下 映 
成 闭 集 . 因为 4 是 紧 集 ,所 以 它 的 闭 子 集 下 也 是 紧 集 , 由 定理 3.5 
知 T(F) 是 紧 集 ,从 而 TCF) 也 是 闭 集 ,这 就 证 明了 77! 是 连续 的 ， 
故 工 是 拓扑 映射 . 

读者 还 可 以 证 明 紧 集 上 的 连续 映射 必 是 一 致 连续 的 ,这 一 结 
论 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 写 出 . 


3.5 有 限 维 赋 范 线性 空间 


n 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 任何 有 界 闭 集 都 是 紧 集 , 这 个 性 质 不 
但 可 以 推广 到 任意 有 限 维 赋 范 线 性 空间 上 去 ,而 且 它 还 是 有 限 维 
赋 范 线性 空间 的 特征 . 本 段 将 讨论 这 一 问题 ,为 此 ,我 们 先 定 义 线 
性 空间 维 数 的 概念 . 

定义 3.5 设 科 为 线性 空间 ,如 果 忒 中 存在 :个 线性 无 关 的 
元 素 CE19C29 ;en， 使 对 任意 的 XEX, 有 


t= Dcier, (3. 6) 
k=1 


则 称 {ei CE29 en) 为 XX 的 基底 »72 称 为 X 的 维 数 SC1l9C29""" 9Cn 称 作 
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并 关于 这 一 基底 的 坐标 ,这 时 称 X 为 有 有限 维 (n 维 ) 线 性 空间 ,不 是 
有 限 维 的 线性 空间 称 为 无 穷 维 线性 空间 . 

在 线性 代数 中 已 经 证 明 , 有 限 维 线性 空间 基底 不 唯一 ,但 维 数 
n 是 不 变 的 ,例如 尽 一 个 茎 维 线性 空间 ,el 一 (1,0,… ,0)，…，e 一 
(0,…,0,1) 是 R” 的 一 个 基底 ,而 eiyes' 一 (1,1,0，…，0)，eiy，…，e， 
也 是 R” 的 一 个 基底 .ClLa,pj 是 一 个 无 穷 维 线性 空间 ,这 是 因为 对 
任何 自然 数 n,CLa,5j 中 都 有 个 线性 无 关 的 元 素 1 ,t,t ，… ,1 
存在 ,因此 不 可 能 存在 某 个 自然 数 xz 以 及 no 个 线性 无 关 向 量 , 使 
CLa ,5 中 任 一 元 素 都 可 表 成 这 no 个 元 素 的 线性 组 合 . 

下 面 我 们 将 证 明 : 

1” 72 维 赋 范 线性 空间 X, 必定 与 维 欧 几 里 得 空间 R" 拓扑 
同 构 ( 即 代 数 同 构 且 拓 扑 同 胚 ), 从 而 可 知 有 限 维 赋 范 线 性 空间 必 
是 Banach 空间 . 

2” X, 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 充 要 条 件 是 X, 的 任 一 有 界 
集 是 列 紧 集 . 

定理 3.8 设 {ei,ez,…，e 是 2 维 赋 范 线性 空间 XX; 的 一 组 基 


底 , 则 存在 正 数 Ci,C, 使 得 对 一 切 < 二 2 ecsEX, 有 
NAD 
证 对 任 一 zcX ， 和 
1zl1= 1 Ds | 入 六 1 和 el 


k=1 
-ASHAD 
= CCD |&1), (3. 8) 
k=1 


其 中 
Ci = (2 lel 7, 
k= 


288 


另 一 方面 , 任 取 y = 二 》mie; E X,， 由 不 等 式 (3. 8) 可 得 


EE EN NA 


(3. 9) 


将 (&,6&,，…,&,) 看 作 R" 中 的 元 素 , 考 察 Re 中 的 单位 球面 S， 
S 一 (bb ,eb ) $1? = 1), 
和 S 上 的 函数 
Fe) = | De | = |zl, 


则 (3， 9) 表 明 f(6 829,65,) 是 SS 于 的 连续 函数 ,显然 了 在 S 上 恒 
大 于 零 . 由 于 S 是 R" 中 的 有 界 闭 集 ,从 而 是 紧 集 ,由 本 节 定 理 


3.6,f 在 S 上 可 取 到 最 小 值 C:,Cs*>0, 即 对 一 切 一 》&es, 其 
中 C61 6 ee) Et S， 有 


| 和 | 之 人，， 
对 任 一 非 零 元 素 z EXz 一 276e, 令 
k=1 
Zz = — 一 > mer, 


(>， | 有 |273172 下 一 1 
k=1 


其 中 
S$ 


六 一 一 一， 
(> ， FAD 
k=1 


则 (7 22 ,7,) 七 S ,所 以 z 
1z1 宕 CC;. 


于 是 
EA NADAE SHA 
k=1 k=1 


2Z89 


故 不 等 式 (3. 7) 成 立 . 

由 本 定理 可 以 知道 有 限 维 赋 范 线性 空间 X, 中 的 收敛 等 价 于 
相应 于 它 的 基底 的 坐标 收敛 ;有 限 维 赋 范 线 空间 X, 的 任何 范 数 
彼此 等 价 , 即 假设 1， 上 和 上 上， 是 X, 上 的 两 个 范 数 , 则 存在 
Ci,C; 之 0, 使 得 对 一 切 z€EX,, 有 

Cllzli< lzl clzl. 

推论 1 设 X, 为 n 维 赋 范 线性 空间 , 则 XX, 与 R" 同 构 旦 同 胚 
(或 称 拓 扑 同 构 ). 

证 设 {e1,es，,…,e,} 是 X, 的 一 个 基底 ,XEX,, 令 


z= Weéer. 
将 (6&1,6,，,… ,5&6) 看 作 R" 中 的 点 , 作 X, 到 R” 的 映射 了 : 
Tz = (é€,,€,,. ,6,), 
则 显然 工 是 X; 到 R*" 上 的 同 构 映射 ,由 定理 3. 8 的 (3.7) 式 知 了 ， 
7-:! 均 是 连续 映射 , 故 和, 与 R" 同 构 且 同 胚 . 
”推论 2 有 限 维 赋 范 线性 空间 必 为 Banach 空间 ,从 而 任 一 赋 
范 线性 空间 的 有 限 维 子 空间 一 定 是 闭 子 空间 . 
证 ”读者 容易 证 明 : 如 果 赋 范 线性 空间 和 和 Xi 拓扑 同 构 , 则 
X 完备 等 价 于 Xi 完备 . 由 推论 1,” 维 赋 范 线性 空间 X, 与 尺 " 拓 
扑 同 构 , 所 以 X, 一 定 是 Banach 空间 . 
设 E。 是 赋 范 线性 空间 X 的 有 限 维 子 空间 , 则 五, 必 完 备 , 故 
Eo 是 X 的 闭 子 空间 . 
我 们 指出 ,如 果 及 和 Xi 仅仅 是 (拓扑 ) 同 胚 , 则 不 一 定 有 


开 


结论 :完备 等 价 于 Xi 完备 .例如 和 一 | 一 于 ,于 | ,Xi 一 R= 

(一 oo, 十 co),T:X-X 定义 如 下 ， 
Tz = tgr,rx EE 一 忆 ， 9 

则 工 是 XX! 上 的 同 胚 映射 ,Xi 完备 ,但 X 不 完备 : 
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为 了 讨论 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 特征 ,我 们 于 证 明 下 面 的 绪 
论 . 
引 理 《〈 黎 斯 IF. Rieszj) 设 瑟 是 赋 范 线性 空间 X 的 真 闭 
以 及 
CCzo 开 0) 一 int lzo zl 之 1 一 6 
证 任 取 ZE 和 一 五 ,并 令 
d 一 int [zo—z| = pl, Eo). 


因为 E。 是 义 的 闭 子 空间 , 故 d>>0. 又 因为 <>>d, 故 存在 zx E€ 


) d 
Eo, 使 | 1 Xl | < 一 再 令 


1 1 


™ Ta ez 
则 上 zo 有 一 1, 对 任意 的 zE E。， 
EE 
一 l 四 _. 
~ zz | | Cz, 之 1 zz ) zi. 


注意 到 x,X'1EE,; 则 | 2 一 1 | TX 十 Xi 全, 于 是 
时 二 | Z1 一 x | zz 十 zx) 一 1 | 之 d， 


EE 
1]—&€ 
故 Plzos Eo) = int | zx—zxo | 宇 1 一 e. 
定理 3.9 赋 范 线性 空间 关 为 有 限 维 的 充 要 条 件 是 X 的 任 
一 有 界 子 集 都 是 列 紧 的 . 
证 必要 性 : 设 铸 为 n 维 ,由 定理 3.8,X 与 R" 拓扑 同 构 , 因 
为 R” 中 任 一 有 界 集 列 紧 , 则 容易 证 明 XX 中 的 任 一 有 界 子 集 是 列 
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充分 性 : 用 反 证 法 , 设 X 为 无 限 维 , 令 S 为 XX 中 的 单位 球面 ， 
SS 一 (ZEX; zl =1), 
按 条 件 S 列 紧 . 任 取 ziES, 记 
Xi 一 (azi:a 和 天 )}， 
则 X; 是 X 的 一 维 真 闭 子 空间 ,由 黎 斯 引 理 ,存在 zzES. 使 


1 
2 » 


| 之 2 一 之 | 之 
对 一 切 XEXI 成 立 , 故 


_ 之 一 ， 
| 区 之 1 | 2 


记 X, 为 zi,zs 张 成 的 子 空间 ,X, 必 为 X 的 真 闭 子 空间 , 仍 由 黎 其 
引 理 ,存在 ZiES, 使 对 一 切 rEX, 成 立 
1 


EE 


2 
特别 地 ,有 
EE 


依 此 类 推 ,根据 X 为 无 穷 维 空间 的 假设 ,可 以 作出 S 中 的 一 列 元 
素 T1929 TE "" ,使 得 


Iz— zl > 了 ,从 天 站 


显然 {zt} 中 不 存在 收 钙 子 序列 ,这 与 S 列 紧 性 相 矛 盾 , 故 XX 必 是 
有 限 维 的 . 

例 4 设 X、Y 是 两 个 距离 空间 ,映射 f;X 一 Y, 试 证 明 f 是 连 
续 映射 的 充 要 条 件 是 对 和 中 任何 紧 集 4,f|4:;A4>Y 是 连续 的 . 

证 ”只 要 证 明 充 分 性 . 设 {zs}CX,Zzs 阅 ToE€E XX, 记 

4 一 (zz 一 0 1 2,…) 
则 4 中 任何 点 列 必 有 收敛 于 zo 的 子 列 , 从 而 4 是 X 的 紧 集 ,由 假 
设 ,fla:A->Y 是 连续 的 ,从 而 f(z,) 一 f(zo). 这 表明 对 任何 z 一 
Zo 均 有 f(zs) 习 f(zo), 因 此 f;X->Y 是 连续 的 . 
292 


例 5 设 XX 是 距离 空间 ,证 明 XX 是 紧 的 充 要 条 件 是 :对 XX 的 
任意 一 族 闭 集 {F。:a€E7}), 如 果 其 中 任意 有 限 个 fF 的 交集 都 为 非 
空 集 , 则 [F。 也 必 为 非 空 集 。 

证 必要 性 : 设 X 为 紧 空 间 , (Fe:aE 刀 是 X 的 一 族 闭 集 , 且 
其 中 任意 有 限 个 Fe 的 交集 均 非 空 , 今 证 站 Fe 关 儿 . 设 不 然 , 即 
1 一 2, 于 是 

X=X—NF.=—UX— F). 
注意 到 X 一 F。 是 开 集 ,上 式 表 明 {X 一 Ff:a€7}) 是 X 的 一 个 开 覆 
善 ,由 X 的 紧 性 , 必 存 在 有 限 开 覆盖 , 即 有 ayaz ya GT, 使 
X=UX—F,). 
于 是 
刀 =X -UX Pe) = NF,， 
这 与 假设 矛盾 ,所 以 站 RF, 隆 多. 
充分 性 : 设 {G。:a€7} 是 X 的 任 一 个 开 覆 盖 , 因 为 X= 雇 G， 
所 以 
FX -YG -QT 一 Gy 
注意 到 {X 一 G。:a€E7T} 是 了 X 中 的 一 族 闭 集 , 则 由 充分 性 假设 , 必 存 
在 Ul QA2 9 ""* ,0,.E7, 使 介 (X 一 G。) 一 2, 于 是 
X=X-NX— G6.)=UG,, 
这 就 证 明了 X 的 任何 开 覆 盖 必 有 有 限 开 和 覆盖 ,所 以 XX 是 紧 空间 . 


3 4 压缩 映射 原理 及 其 应 用 


在 代数 方程 ,微分 方程 和 积分 方程 等 各 类 方程 的 讨论 中 ,确定 
解 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 近似 解 的 收敛 性 是 十 分 重要 的 . 对 于 一 
些 具 体 方程 ,在 讨论 过 程 中 往往 可 以 把 它 变 为 求 某 一 映射 的 不 动 
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例如 一 阶 常 微分 方程 


I = f(r,y), . (4. 1) 


注意 到 求 微分 方程 (4. 1) 满 足 初始 条 件 y|zo 二 yo 的 解 与 求解 积分 
方程 


y(X) = yo 十 | ft, yt)) dt (4. 2) 


等 价 . 为 了 求解 积分 方程 (4. 2) ,我 们 可 以 根据 fCz,y) 所 满足 的 
条 件 适当 地 取 一 个 距离 空间 ,并 在 这 个 距离 空间 中 作 映 射 ， 


(TO (z) = yo + | fs,90) dt. 


于 是 求 方程 (4.1) 的 解 转化 为 求 函数 p, 使 它 满足 Tp 一 9, 这 种 p 称 
为 了 的 不 动 点 - 

在 本 节 中 ,我 们 介绍 一 种 比较 简单 但 又 比较 基本 的 不 动 点 定 
理 一 一 压缩 映射 原理 ,并 讨论 了 它 的 一 些 应 用 ,还 介绍 了 Banach 
空间 中 凸 紧 集 上 连续 映射 的 不 动 点 定理 . 


4. 1 Banach 不 动 点 定理 


定义 4.1 设 了 为 距离 空间 X 到 它 自身 的 一 个 映射 ,如 果 存 
在 数 9,0 志 0 二 1 ,使 得 对 一 切 zx,yEX 成 立 
p(Tz,Ty) < pr,Yy), (4. 3) 
则 称 工 为 了 上 的 压缩 映射 . 
显然 压缩 映射 了 是 连续 映射 . 
设 X 为 一 集合 ,三 是 和 到 自身 的 一 个 上 映射 ,如 果 有 zx" EX， 
使 得 
”一 并 
则 称 x* 为 映射 的 不 动 点 . | 
对 zxEX, 记 T?z 二 T(Tz), 依 次 我 们 可 定义 映射 T”*(n= 二 1,2， 
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3..)， 
定理 4.1 (压缩 映射 原理 〉 完备 距离 空间 X 中 的 压缩 映射 
了 T 必 有 唯一 的 不 动 点 , 且 对 任意 的 zoEX,z 一 7”zo 收 化 于 了 的 
唯一 不 动 点 . 
证 我们 用 “逐次 允 近 法 ”来 求 工 的 不 动 点 . 任 取 zoEX , 令 
Xi = Txoyrs 一 了 To = r,s 
我 们 证 明 {zx,} 是 XX 中 的 基本 列 . 事实 上 ,对 n 之 1, 有 
CI (4. 4) 
反复 应 用 (4. 4) ,就 有 
PTntis Ta) oT iD SEPTa 1 Ta 2) SE 
< p(T ,To), (4.5) 
于 是 对 任 一 自然 数 p, 有 
Pzss Tatp) ES 0OGCzyZorl) 十 PTntis Trt2) 十 
十 plzntp-1s Tntp) 


二 (ty 十 p11 十 … 十 Pt 1)O(CzZo ,1) 
zp 
< TT 71), (4, 6 ) 


因为 0<9<1, 故 {zx,) 是 X 中 的 基本 列 , 由 X 的 完备 性 , {x,} 有 一 
极限 zz 一 jimz 在 等 式 w+ 一 Tz 中 令 n>o0, 利 用 了 的 连 
” 续 性 ,立即 得 
一 

即 x* 是 了 的 不 动 点 、 

现在 证 明 xz’ 的 唯一 性 , 设 y’ 也 是 了 的 不 动 点 , 则 

pz ,yy*) = pTr’* ,TYy’) < pr ,y’), 

由 于 9 过 1 ,所 以 必 有 plx*,y") 二 0, 邦 zx" 二 y*. 

因为 Xx 二 了 zw 二 二 Tzoy 所 以 对 任意 的 To 和 入， Zr 一 了 "To 
收敛 于 了 的 唯一 不 动 点 . 

值得 注意 ,方程 了 x==z 的 精确 解 在 大 多 数 情况 下 是 不 易 求 得 
的 ,但 定理 4.1 告诉 我 们 ,可 以 用 x,( 即 第 次 近似 ) 作 为 这 个 方程 
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的 近似 解 , 于 是 需要 估计 z, 与 精确 解 xz* 的 误差 . 在 (4. 6) 式 中 令 
p(XnyT*" ) RE jp ,To0). (4.7) 


注 内 于 压 纺 对 原理 的 重要 性 ,我 们 再 对 定理 4. 1 的 条 件 
作 以 下 几 点 说 明 

(1) 定理 4.1 中 X 的 完备 性 条 件 不 能 除去 . 例如 六 = (0,1]， 
p(X，y) 二 |x 一 y|,T 是 如 下 的 上 映射: 


Tz = 3 全 (0,1.. 


显然 是 XX 到 XX 的 压缩 映射 ,但 Tzx=z 在 (0,1j] 中 无 解 , 即 在 X 
中 不 存在 了 的 不 动 点 . 

(2) 了 为 压缩 映射 的 条 件 o(Tz,Ty) 志 bp(z,y),0 志 9 过 1 不 
能 减 为 . 
p(TZX,TY) < PX,Y) (ry E X,Y KY). 
例如 六 =[0, 十 2) TT 定义 为 


7 一， 十 一 一 一 ,TE [0,0)., 


1 I 二 
当 XY TYE [0， 十 oo) 时 ， 


1 
o(Tzr,Ty)= Ee yy 一 了 二 | 


1  ,，) Iz—y| 
《1 十 Z)(L 十 y) 
< plr,y). 

但 工 在 [0, 十 吕 ) 中 设 有 不 动 点 、 

定理 4.1 有 如 下 的 推广 形式 . 

定理 4.2 设 了 是 完备 距离 空间 和 X 到 X 中 的 映射 ,如 果 存 在 
和 明 然 数 za ,使 得 7 为 和 上 的 压缩 映射 , 即 存在 0( 委 2 一 1 ,使 

polor, Ty) < ol(r,y) (zy E X), (4. 8) 

则 了 在 X 中 必 有 唯一 的 不 动 点 . 
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证 令 S==7T”", 按 照 定理 4.1,5 在 XX 中 有 了 唯一 不 动 点 zx*, 现 
在 我 们 来 证 明 zx* 也 是 了 的 唯一 不 动 点 . 事实 上 ,由 于 
ST 一 了 "of ~ TS, 
所 以 3STz = 二 TSz ”二 Tx’ , 即 7zx* 也 是 5 的 不 动 点 ;由 的 不 动 
点 的 唯一 性 知 


Tx” ”=Xx*,， 
故 z* 也 是 了 的 不 动 点 . 若 y "是 了 的 男 一 个 不 动 点 , 则 
Toy” 一 To (yy”) 一 To ly* 一 … 一 yy， 


故 和 也 是 3 的 不 动 点 ,因此 光一 z， 即 了 的 不 动 点 唯一 . 

根据 “Trans. Math. Soc. 226(1977)147 一 159” 我 们 还 可 以 
知道 ,在 定理 4.2 的 条 件 下 同样 有 结论 :对 任 一 zoEX.z 一 Tzo 
收敛 于 了 的 唯一 不 动 点 ， 

“定理 4.3 设 玉 为 距离 空间 XX 中 的 紧 集 ,TT 是 Ff 到 FF 中 的 
映射 ,如 果 工 满足 条 件 ， 

pTzsTYy) oxyy) (TAY TY EDF) (4. 9) 
则 工 在 下 中 存在 唯一 不 动 点 ,和 且 对 任 一 Xz。EF,zs 二 7T"zxo 必 收 全 
于 了 人 在 尺 中 的 唯一 不 动 点 . 

证 〈1) 令 px) 二 p(Tz,Xx), 先 证 明 9 是 已 上 的 连续 函数 ， 
任 取 zx,,XEF ,zz (不妨 设 z 天 zc) 一 PCTzozo)， 由 条 件 
(4. 9) : z 

p(Tz,s TI) < P(r, 7) 
故 工 是 连续 映射 . 又 因为 距离 是 两 个 变 元 的 连续 函数 , 当 zx, 一 x 
时 ,Tzxs>Tz, 所 以 px) 二 0(Tx,yT,) 一 p(TX,X) 二 9(X),9 连续 .、 
(2)》 当 XZ 关 TZ 时 ， 
TI) = pTIr,TH) oTrr) = rT). (4. 10) 
现任 取 XoEF, 令 Xr 一 7 了 "zoy 由 于 (zi) CF,F 是 紧 集 , 则 存在 子 序 
列 
Zn XE Fr. 
因为 9g 连续, 则 
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PHT) 一 PCZ ) HT ) = Tz,) > Tx’ ). 
据 (4. 10) : 
: PTnt1) 一 LT) SHTn) sn 一 23，…， 
PCzo 1 是非 负 下 降 数 列 , 必 收 敏 , 故 p(xz*)= 二 p(Tz*), 再 由 
《4. 10) 立 即 得 
T= Tr". 
(3) 唯一 性 : 设 有 x ' EF, 使 Tx’ 二 x', 且 x' 关 zx*, 则 
p(T* TX) 一 DZ TO < OCT )， 
这 是 不 可 能 的 , 故 盖 忆 ,不 动 点 必 唯 一 ,从 而 易 知 {z.)} 收 敛 于 了 
在 下 中 的 唯一 不 动感 ， 

今后 ,我们 称 满足 (4. 9) 的 映射 了 为 广义 压缩 映射 . 

如 果 f(z) 是 有 穷 闭 区 间 [La,56] 一 La,6b]| 的 连续 函数 ,f(x) 在 
(4a,5) 内 可 导 , 且 | 了 f(x) | 过 1CzE€ (a,5)), 则 由 微分 学 中 值 定理 知 
了 是 Lea,5j] 到 La,65j 的 广义 压缩 映射 ,按照 定理 4.3,f 在 La,5] 中 存 
在 唯一 不 动 点 , 且 对 任 一 zeoE La ,Oo 序列 z= 二 f(x,-1) (n= 二 1,2， 
3…) 收 敛 于 了 在 La,5j] 中 的 不 动 点 ， 


4.2 压缩 映射 原理 的 应 用 


于 缩 映射 原理 在 一 些 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 的 证 明 中 起 着 
重要 作用 ,在 本 段 中 我 们 举例 来 说 明 它 的 应 用 . 

” 例 1 〈( 隐 函数 存在 定理 ) 设 f(z,y) 在 带 状 区 域 D={(z， 
:aTRb, 一 品 达 yy 过 十 品 ) 中 处 处 连续 ,日 处 处 有 偏 导 数 
产 ,《x，y) ,如 果 存 在 常数 mm,M,0 二 m 二 MM ,使 

1 (ry) RM, (x,y) ED, : 
则 方程 f(x,y) 二 0 在 [a,56jJ 上 必 有 唯一 的 连续 解 y= 二 g(x), 即 有 
p(x)ECLa,5], 使 得 
f(r Hr)) =0, TE [a,bl. 
证 ”在 完备 距离 空间 CLa,5j 中 作 有 映射 工 ， 
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(GTy)(Cz) = yz) — Bf zyz)), yz) € CLa,b]. 


显然 Ty(z)ECLa,6j,T 是 Cla,65j 到 自身 的 映射 . 今 证 TT 是 压 六 
映射 . 任 取 yi1(zx) ,ya《z) ECLa,6bj], 根 据 微分 学 中 值 定理 ,存在 0 
<0 一 1， 

[Ty CX) — Ty(x)|= |ys(7) — yx) 


— BLf Cx, yz)) — Fz, yz))]| 
= [yz) — yx) — Hf yyy Cz) 


4 0 yr) — yx) yz) — yz) 
eC 一 入 Cz)|， 


Gy 7) < oy,y1), 
因此 ,T 是 压缩 映射 . 由 定理 4.1, 存 在 唯一 的 p(x)EC[La,65j, 使 
72 一 2 即 
jzPCZ) 三 0,4 委 工 生 0. 
从 例 1 的 证 明 可 以 看 出 ,为 了 应 用 压缩 映射 原理 来 证 明 某 方 
程 解 的 存在 唯一 性 ,关键 在 于 找到 适当 的 距离 空间 ,并 在 此 空间 上 
定义 适当 的 映射 ,使 得 该 映射 的 不 动 点 与 方程 的 解 相 一 致 .、 只 要 
空间 完备 ,映射 是 压缩 的 ,就 可 应 用 压缩 映射 原理 . 
例 2 (线性 方程 解 的 存在 、 唯 一 性 ) 设 44 个 未 知 数 zi， 
Zoo 的 7 个 线性 方程 组 
ZX 二 Cz+2， (4.11) 
其 中 C=(C) 为 2X72 实 矩 阵 ,z 一 (zz yz) ,0 二 (61,0s,*…， 
b,)'. 如 果 满 足 条 件 


> Cl < 1, (1 = 1,2,°" ,nn), (4. 12) 


J 一 1 
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则 方程 (4. 11) 有 唯一 解 z” ,这 个 解 z "等 于 迭代 序列 

XD = Cr™ tb, m= 0,1,2,.) (4. 13) 
的 极限 ,其 中 zx 二 (zi? ,7x32”,… ,zx ) 是 R” 中 任 取 的 一 元 素 . 

证 取 完 备 距离 空间 X==R”,R" 中 的 距离 规定 为 
p(X,z) 一 max | — ;|, 
其 中 X= 《ziyz2 ,Xi,) ER”,z 一 (zi1yz2，'"* Za) 人 ER", 并 在 卫 中 作 
映射 了 了， 
yy 一 7Z 一 CZ 十 20， 


即 
4 一 Dc, 二 Bb;,7t = 二 11,2, ,n 
可 是 和 / 
p(Tzr,Tz) = max | DC, — 2);) | 
< max|z; — zi|。 “max [Ci;|，, 
所 以 和 


p(Tzrx, Tz) < 0px ,2), 
其 中 0 一 max 》 ICcy| 二 1. 由 定理 4.1 立即 知 结论 成 立 . 


对 于 一 艇 的 线性 方程 组 
47 = 2,， (4. 14) 
其 中 4 二 (a;) 是 nXn 实 和 矩阵 ,5== 0515;,… ,6b,) . 如 果 a;; 关 0， 
二 1,2,…,n) ,我 们 可 记 4 三 有 一 C, 其 中 


Cjl O 
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则 方程 (4.14) 就 可 变 为 (4. 11) 的 形式 ， 
X= Cz+o， 


其 中 C=B8 7'G==B 7'(B 一 4),5b 二 Bb, 和 迭代 序列 变 为 
Ti = 二 人 和 > arb"), (z 一 1 2,，…)722)， 


jz 
称 作 为 jacobi 选 代 法 . 收敛 条 件 (4. 12) 变 为 
2 1as| < laa|，, (1 = 1,2,* ,nn). (4. 15) 


ji / 
粗略 地 讲 , 如 果 4 的 主 对 线 上 的 元 素 充 分 大 时 ,收敛 性 就 可 得 到 
保证 . 
例 3 〈 微 分 方程 解 的 存在 、 唯 一 性 ) 考察 微分 方程 
和 = fr,ylmm= Yo, (4. 16 ) 


其 中 f(z,y) 在 整个 平面 内 连续 (这 个 条 件 较 强 ,但 我 们 的 目的 是 
介绍 方法 ,而 不 是 追求 条 件 的 完美 ) ,并 设 f(x,y) 关 于 yy 满足 李 普 
希 兹 条 件 : 
(f(z,y) 一 cy) KIy— y'|, 
则 通过 点 (xo ,yo) 微 分 方程 (4.16) 有 一 条 且 只 有 一 条 积分 曲线 . 
证 ”微分 方程 (4.16) 等 价 于 下 面 的 积分 方程 
y(zX) = yo 十 | fy) di. 


我 们 取 65>>0, 使 =K6<<1, 记 X==CLzxo 一 6,zo 十 6j, 在 关中 定义 
映射 了: 
CT'y) (7X) = yo 十 | Feesyce de yz) ECX. 
则 
plTyi,1 yz)= max ij [fly CD) 一 jyaGt)) Jdz| 


< max || 天 |yG) 一 yo 人 (1dt 


Iz—z0 {0 
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Ke | max_ |y(z) — ya(7)| 


= bpy1s y2). 
因为 0 委 0 一 1 ,由 定理 4. 1 ,存在 唯一 的 连续 函数 .y(z)ECLzo 一 9， 
Zo 十 Sj ,使 


y(X) 一 yo 十 | ft»,y(t)) dt. 


由 上 式 可 以 看 出 ,y(z) 还 是 连续 可 微 的 , 故 y= 二 y(z) 是 第 分 方程 
《4.16) 通 过 点 (zoyyo) 的 积分 曲线 ,但 它 只 定义 在 [Lzo 一 9,zo 十 9 
上 . 重复 利用 定理 4.1, 可 以 将 它 延 拓 到 整个 数 轴 上 . 

例 4 〈 积 分 方程 解 的 存在 .唯一 性 ) 设 fEL[a,6b],K(z,s) 
是 定义 在 at 二 6,a 二 ;全 5 上 的 可 测 函 数 , 且 满足 


| Ka, 2dids = Ki < ee， 
则 当 14| 过 站 时 ,方程 
X(t) = fQ) 十 A| Ke,s)zs)ds (4. 17) 


在 LLa,6bj] 中 有 了 唯一 解 x(). 
证 在 LLa,5j] 中 定义 映射 工 ; 


p 
(Tz) (8) = ft) 十 | KG,s)r(s)ds. 


由 条 件 , 易 知 CIzx)G)EL?[a,6],; 因 此 工 是 LLa,6bj] 到 其 自身 的 映 
射 ,对 任意 的 z(t) ,y(t) EL’la ,0 ， 


pb b 
p(Tz,Ty) = | [gncze) yds fadeyn 
bp rb , 
|4| (| [| IK(G,s)|ds]: [| [Iz(s) — yCs) [ds Jdz} 


al{| lee) — y(s)|?ds}!?.。 (| IKG,s) rdsds) 


一 1 天 ooCzyy)， 
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=|4|Ko, 当 |4|< 直 时 ,0<0<1， 
p(Trx,TYy) < Oo0(r,y), 
即 工 为 压缩 映射 , 故 方程 (4.17) 在 LLa,5j 内 有 了 唯一 解 . 
例 5 ( 伏 泰 拉 [Volterra] 积 分 方程 ) 设 天 (ts) 是 定义 在 a 
SSOesSs<。 上 上 的 连续 函数 , 则 Volterra 积分 方程 


z0) = Go 十 让 KGDzG)ds， C4. 18) 
对 任何 f(z)ECLa,5j 以 及 任何 参数 4 存在 唯一 的 连续 解 z(t)， 
证 考察 CLa,5j 到 CLa,5] 的 映射 工 、 
TzGD = fF) + 2| KGS) zs)ds, 
则 方程 (4. 18) 之 解 z(t) 等 价 于 zz 满足 Tx==x. 我 们 证 明 存 在 自然 


数 ”, 使 7 为 压缩 映射 . 
任 取 Xx1(t) ,X(t) ECLa ,0 |, 设 | 天 (ts) |<A， (1,5)E [asb Ix 


[La ,5 , 则 
ITz do — Tx,0) = IA). | KG) zs) zs) ds 


|AIMG 一 4a) max| (z(t) — z(t) | 
CSS 


= |A|MG 一 a)poCziyzz)， 1 € [a;b]. 
用 归纳 法 容易 证 明 , 当 zE [a,5j 时 
ITrziD — Tx) | < NM" Ee pz, 2) 
则 
p Tz Tzs) < PM pz). 


对 任何 4, 总 可 选取 足够 大 的 自然 数 , 使 

0 = 村 AM _ ao" 一 1 
于 是 由 定理 4.2, 人 在 ClLc,o 中 有 唯一 的 不 动 点 , 即 方程 (4.18) 有 
唯一 的 连续 解 . 
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下 面 再 举 几 个 例子 说 明 压 缩 映 射 原理 在 古典 分 析 中 的 应 用 . 
例 6 验证 方程 z3 十 4z 一 2 一 0 在 [0,1] 上 有 实 根 , 并 用 迭代 


法 求 此 方程 在 [0,1] 上 的 近似 解 ， 
解 ” 因 为 方程 z* 十 4z 一 2 二 0 等 价 于 z 一 于 (2 一 22), 这 就 启 
发 我 们 考察 映射 f:[0,1]->[0,1] 
f(z) = C2 一 7X ). 


因为 (x) 二 一 zx', 由 中 值 定理 ,对 任意 的 x,yE [0,1], 有 


[fz) — Fo 去 二 lz — yl|， 


所 以 f 是 压缩 映射 ,又 因为 ==[0,1j 是 完备 空间 ,按照 定理 4. 1， 
存在 唯一 的 &€E[0,1j, 使 (6)=6, 显 然 & 是 方程 x: 十 47 一 2 二 0 
在 [0,1j 上 的 唯一 解 . 

令 z 一 0zi 一 az) 一 玉生 ,zh 一 cz) 一 二 (2 一 好) ,可 


以 得 到 的 近似 值 ,按照 (4.7) 式 ,有 误差 估计 


| 
4 3 
Eo 到 | 
4 
例 7 设 有 数列 zz 二 1 十 十 ,x 二 1 十 一 上 一，… 
To 1 
1 十 二 
Xo 
xX, 二 1] 十 1 _ ~ (2 一 1,2,3，……)， (4. 19) 
1 
1 十 …1 十 一 


其 中 zo€ [1, 十 co), 试 证 明 对 任意 的 meE [1, 十 oo) 数列 {z) 收 伍 
lv 5 

5. 

证 考察 [1,2]>[1,2] 中 的 映射 /， 
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于 


foxr)=1+ 二 ,x E [1,2]. 
易 知 
z= f(x) 一 1 十 二 € [1,2], 
z ] 


zs 二 f(z1) 二 1 十 二 二 1 十 1 E [1,2],.…: 
1 十 一 
Xo 
Zr 一 fT) = 
一 二 十 ] 和 [1,2]， 《2 一 1 ,2，，……). 
1 十 一 
工本 去 


由 于 当 zE 《1,2) 时 ,| (x) | 二 | |<1, 由 微分 学 中 值 定理 ,得 


|f (x) — fC)| < | 工 一 y|(z 关 yyE[Ll1,2])， 
所 以 ff 是 [1,21 一 [1,2j] 的 广义 压缩 映射 ,又 因为 [1,2j 是 紧 
空 间 , 则 据 定 理 4.3{z;} 收 敛 于 了 在 [1,2j] 中 的 唯一 不 动 点 , 记 
limz, = Zz， 则 zELl1,2], 且 z=1 十 二 , 故 xz 一] 廿 六 和 


“4.3 症 聚 集 上 的 不 动 点 定理 


不 动 点 定理 及 其 在 非 线 性 算 子 方程 解 的 存在 、 唯 一 性 方面 的 
应 用 是 非 线 性 泛 函 分 析 的 一 个 重要 内 容 , 在 3 4.1 中 介绍 的 压缩 
映射 原理 是 一 个 最 基本 的 不 动 点 定理 , 它 是 Banach 1922 年 得 到 
的 . 现在 ,人 们 利用 拓扑 空间 的 一 些 概念 和 方法 ,已 经 把 不 动 点 定 
理 大 大 地 推广 了 . 本 有 段 将 介绍 一 下 应 用 较为 广泛 的 赋 范 线性 空间 
中 紧 凸 集 上 连续 映射 的 Schauder 不 动 点 定理 . 

定义 4.2 设 X 为 线性 空间 ,ACX. 

(1) 如 果 对 4 中 任意 两 点 z,y, 线 段 {az 十 (1 一 ay:0 委 co 委 1) 
C4, 则 称 4 为 凸 集 ; 
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(2) 记 由 (4) 一 {oxi 二 oar 二 ata: XiE A,a 之 0,1=1， 


2,… ons 且 访 /wm 一 1), 称 h(4) 为 和 4 的 西 包 

显然 上 (4) 是 凸 集 , 且 是 包含 4 的 最 小 凸 集 . 如 果 X 还 是 一 
个 距离 空间 , 则 一 个 凸 集 4 的 团 包 4 是 凸 闭 集 . 

定理 4.4 (Schauder) 设 和 是 典范 线性 空间 ,4CX 是 一 
个 凸 紧 集 ,T 是 A 一 4 的 连续 映射 , 则 必 有 zxE4, 使 Tzx=z. 

定理 4.5 (Schauder) 设 XX 是 Banach 空间 ,4CX 是 凸 闭 
集 ,T 是 4 一 4 的 连续 映射 ,并 且 了 的 象 了 (4) 是 列 紧 集 , 则 必 有 
ZEG4, 使 了 zx 一 0 

由 于 这 两 个 定理 的 证 明 较 为 复杂 ,我 们 把 它 略 去 ,有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 文献 [15] 和 [7j. 


835 内 积 空间 


在 8 2 中 我 们 介绍 了 赋 范 线性 空间 ,对 维 欧 几 里 得 空间 R* 
来 说 ,向 量 的 范 数 等 于 向 量 的 长 度 ( 模 ), 但 在 R* 中 还 有 一 个 更 基 
本 的 概念 :两 个 向 量 的 点 积 a。b. 由 向 量 的 点 积 不 但 可 导出 向 量 
的 模 |a|= va 4, 而 且 可 以 引出 两 个 向 量 直 交 的 概念 . R" 中 两 
个 向 量 a,6 直 交 等 价 于 a 与 5 的 点 积 a*65=0. 因此 提出 了 这 样 
的 问题 ,能 否 将 点 积 和 正 交 性 概念 推广 到 任意 的 线性 空间 中 . 本 
节 介 绍 的 内 积 空间 就 是 欧 几 里 得 空间 的 自然 推广 ,内 积 概念 就 是 
R" 中 点 积 的 推广 . 

我 们 将 看 到 ,内 积 空间 是 特殊 的 赋 范 线性 空间 ,从 历史 上 看 ， 
内 积 空间 和 Hilbert 空间 (完备 的 内 积 空间 ) 早 于 赋 范 线性 空间 ， 
整个 理论 最 初 为 希 尔 伯 特 (D. Hilbert (1912)) 在 研究 积分 方程 中 
给 出 , 它 的 理论 更 为 丰富 ,而 且 保 持 了 许多 欧 几 里 得 空间 的 特性 ， 
其 中 心 概念 是 正 交 性 . 
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5.1 内 积 空间 的 定义 及 其 性 质 


定义 5.1 设 X 为 实数 域 (或 复数 域 ) 天 上 的 线性 空间 ,如 果 
对 和 中 任意 一 对 元 素 z,y' 都 有 天 中 一 个 数 (z,y) 与 之 对 应 ,使 对 
任何 元 素 zx,y,z 以 及 weE 天 有 

(1) (az yy) 一 aGCZzyy)， 

(2) (CCz 十 yz) 一 (Zyz) 十 (yz)， 

(3) (zy) 一 (yy Zr)， 

(4) (zz) 之 0, 且 (zz) 王 0 等 价 于 z 一 0， 

则 称 X 为 实 ( 或 复 ) 的 内 积 空间 ,简称 为 内 积 空间 ,(z,y) 称 为 zx 和 
y 的 内 积 . 

由 内 积 的 定义 ,不 难 证 明 下 列 事实 : 

1° (zya1y1T oya) = (zy1) ar, ya) 

2” 当 y==0 或 Xx 一 0 时 , (zx,y) 二 0， 

例如 , 设 y= 二 0,; 则 (xz,y)= 二 (x,0*y) 二 0* (zy) 一 0. 

3” 对 任 一 +€EX, 如 果 令 上 zl 二 vlz,z), 则 XX 按 上 是 
一 个 赋 范 线性 空间 ， 

范 数 性 质 (1), (2) 显 然 满足 ,只 需 证 明 | 。 || 满足 不 等 式 

lz 二 yy zi+ lyl (z,y € X). 
为 此 ,我 们 先 证 明 下 面 的 施 瓦 兹 (Schwartz) 不 等 式 ; 


Cy zr :yl Cr,y € X). (5. 1) 
不 妨 设 (x,y) 关 0, 令 
(zx,Y) 
0 = Tez, wT 
则 对 任何 实数 4， 


0 过 (Gz Ay,0r Ay) = Ry,y) 2A (zr,y) | 十 (zz)， 
故 
(ry) | SR (rr) * (yy). 


即 
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| (zy 委 | zl yl ， 
由 (5. 1) 得 
| z 十 3 一 (zz 十 yz 十 y) 一 (十 yoZ) 十 (zz 十 》97) 
委 |‖z 十 ylCzl 十 外 > > 
所 以 
|z 十 ?站 委 站 zl 十 下 > 
因此 ,X 按照 范 数 上 zx 上 = v (zx,x) 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 称 范 数 
1 zi = v(z,z) 是 由 内 积 (,) 导 出 的 范 数 . 
4” 内 积 (z,y) 是 z,y 的 连续 函数 , 即 当 袜 一 zoyy 一 yo 时 ， 
(Za Yr) > (To yo), 
事实 上 ,由 于 收 合 扣 到 {y,} 必 有 界 , 则 
| (zs Ys) 一 (xo, yo) | 
| (Zn » Yn ) 一 (Xo0» Yn) | 十 | (Czoyyn) 一 (zo, Yo) | 
委 |z 一 zol :y+ zl ly 一 2 一 0. 
5” 内 积 与 范 数 有 下 列 基 本 关系 ( 极 化 恒等式 ): 


人 z)= 于 (zz 二 yy 有一 |z 一 > 2, 当 天 为 实数 域 ， 
(5. 2) 
Gz)=3 rt yo zy tilztiyl’ 


一 ?|z 一 1iy 上?), 当 为 复数 域 ， (5. 3) 
(5.2) 和 (5. 3) 可 以 根据 内 积 定 义 直 接 验 证 . 有 了 这 两 个 关系 , 当 
我 们 关于 范 数 获得 了 某 些 结论 时 ,往往 可 以 容易 地 将 它 推广 到 内 


积 上 去 . 
我 们 称 无 穷 维 的 完备 内 积 空间 为 希 尔 伯 特 空间 , 希 尔 伯 特 空 
间 通 常用 囊 表 示 . 


例 1 复 欧 几 里 得 空间 C" 是 一 个 完备 内 积 空 间 , 其 内 积 定 义 
为 
(ZY) = DN (5. 4) 
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其 中 z= 二 (yg) ,yy 二 (297) EC”"， 由 (5.4) 导 出 的 范 
数 为 
1zl = SH 
例 2 12[a,6], 对 于 fgEL?[a,6], 规 定 
(f,g) = | fc gid, (5. 5) 


容易 验证 ( ，) 确 实 是 Li[a,5] 上 的 内 积 , 由 这 个 内 积 导 出 的 范 数 
就 是 我 们 在 LLa,65] 上 引进 的 范 数 , 所 以 L*La,5j 是 一 个 可 分 的 
Hilbert 空间 . 

例 3 2 对 于 半 中 任意 两 个 元 素 z= 一 (全 ) 和 y 一 (7 ,规定 


(zyy) = Di (5. 6) 
k=1 


易 知 12 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 . 
例 4 设 本 二 [0,1j, 记 
(TT)== 人 {a():aQ) 是 定义 在 TT 上 的 复 值 阻 数 , 至 多 有 可 数 个 
点 使 4a() 关 0, 且 2 1a0|? < 0). 
和 了 
/2(T) 中 线性 运算 按 通 常 的 函数 空间 中 那样 定义 ,规定 内 积 
(alt) 60)) = >1aCt) 5C)， (5.7) 
则 2( 工 ) 是 不 可 分 的 Hilbert 空间 . 
证 容易 验证 CT) 是 一 个 线性 空间 , 按 (5.7) 定 义 的 内 积 古 
(TT) 上 的 一 个 内 积 . 下 面 证 明 22(7) 的 完备 性 和 不 可 分 性 . 
完备 性 ; 任 取 {e,(GD) CT) 为 基本 列 , 记 人 三: 大 ，… 丰 ,为 
使 c, (和 天 0C02=1,2,3,…) 的 点 , 任 给 s 盖 0, 存 在 自然 数 N ,使 得 
nm>N 时 ,有 
| ae) — a, C0) | ?= 2 |as(ti) — anlt) | < 人， 
故 对 每 一 个 zy (cu (二 )) 收 伍 , 记 
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ma)， i 一 ts1 =— 1] ,2,3,°":， 


— OD 


a(t) 一 
lo, 上 天 志 ， 
则 类 似 于 7 完备 性 的 证 明 方 法 ,我 们 可 以 证 明 
a(lt) E LT),H | al) — al) | —> 0 一 co). 

故 (了 TT) 是 完备 的 . 

不 可 分 性 : 设 (TT) 可 分 , 则 存在 B= 二 {4,2)) 为 2(T) 的 可 数 
秽 子 集 , 令 EE= {iE[0,1j:a(t) 关 0,n 二 1,2,3,…), 则 E 为 可 数 
集 . 取 定 to€EL0,1j] 一 EE, 再 令 

b(t) 一 和 和 
0， 上 上 天壤 ， 

则 50) EBCT),plas(t) ,60(2)) 之 1 (2 一 1,2,3,…), 这 与 1a.()) 是 
17(T) 的 稠密 子 集 矛盾 , 故 2(T) 是 不 可 分 的 Hilbert 空间 . 

我 们 知道 ,对 内 积 空间 ,如 果 令 xz] 上 = 二 v(x,7z), 则 X 成 为 
一 个 赋 范 线性 空间 , 它 的 范 数 上 。 | 由 内 积 导 出 . 反 过 来 ,对 于 赋 
范 线性 空间 ,是否 能 成 为 一 内 积 空间 , 且 范 数 就 是 由 内 积 民 出 的 . 

定理 5.1 赋 范 线性 空间 X 成 为 内 积 空间 ,并 使 其 范 数 由 内 
积 导 出 的 充 要 条 件 是 

lz 十 yl 十 和 z 一 >y 旺 三 20z 相 十 下 人 (5.8) 

证 ”必要 性 : 由 内 积 和 范 数 的 关系 以 及 内 积 的 诸 条 件 . 

z+yl? 二 zx 一 yl 上 ?= (z 十 yz 十 十 (X 一 > 一) 
一 2(z,Z) 十 2(y,Y) 
=2(|z|:+ | y| 2). 

充分 性 : 我 们 知道 ,如 果 范 数 有 内 积 导 出 , 则 极 化 恒等式 成 

立 , 这 启发 我 们 对 实 赋 范 线性 空间 ,规定 


Cz) = r+ yl lz— yl’), 
对 复 赋 范 线性 空间 ,规定 
(zs) = z+ yl om ryl’ 
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十 zz 十 zy 一 zz 一 zy|2). 

然后 验证 上 面 定 义 的 内 积 满足 内 积 的 四 个 条 件 . 条 件 (3)(zyy) 
二 《y,z) 和 条 件 (4) (zx,z) 守 0 上 且 (zx,zx)= 二 0 全 z= 二 0 可 由 内 积 的 规 
定 直 接 得 到 ,主要 证 明 上 面 定 义 的 内 积 (, ) 满 足 条 件 (1) (xz,y) 王 
alZX，y) 和 条 件 (2) (z 十 y,z) 一 (zz) 十 (yz). 证 明 的 依据 是 公式 
(5. 8) ,虽然 这 一 证 明 并 未 用 到 太 多 的 知识 ,但 由 于 较为 繁复 ,故而 
此 处 略 去 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 L6j. 

当 X 是 二 维 实 内 积 空间 时 ,等 式 (5.8) 的 意义 就 是 :平行 四 边 
形 的 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 四 边 的 长 度 平方 和 , 见 图 11. 2. 所 
以 对 一 般 内 积 空 间 , 等 式 (5. 8) 称 为 平行 四 边 形 公式 (或 中 线 公 
式 ). 


图 11.2 


一 般 赋 范 线性 空间 中 任何 二 个 向 量 不 一 定 满足 平行 四 边 形 公 
式 (5. 8), 所 以 不 是 内 积 空间 的 赋 范 线性 空间 确实 存在 , 现 举 例 说 
明 如 下 : 

例 5 Cre, 习 按 | z|| 一 max |z() | 不 能 成 为 内 积 空间 ,使 范 
数 由 内 积 导 出 . 

事实 上 , 令 Xx 届 ) 二 1,y() 一 元 2 


, 则 | x(t), y(t) EC[La,5],EH. 


Izl=|yl ==1, 由 于 xO 十 y() 一 1 二 二 zx) 一 y(t)==1 一 
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sa 所 以 上 z 十 y =2， | z 一 y|| 一 1, 不 满足 (5.8), 故 C[aw61 


不 是 内 积 空间 . 

例 6 当 p 关 2 时 ,Z? 不 能 成 为 内 积 空 间 , 使 范 数 由 内 积 导 出 . 

事实 上 , 令 z= 二 0,10),y 二 (一 1,0, 司 ), 则 zz,yEZ?, 且 
lz 三 3 三 2 但 和 zz 十 > 下 = 站 zz 一 > 下 二 2, 所 以 不 满足 
(5. 8) , 故 LC(p 关 2) 不 是 内 积 空 间 ， 

同样 可 证 , 当 p 关 2 时 ,Lr*[a,6j 不 是 内 积 空 间 . 


5.2 直 交 和 直 交 分 解 定理 


在 欧 几 里 得 空间 中 ,利用 两 个 向 量 的 点 积 可 以 定义 两 个 向 量 
的 夹 角 , 从 而 得 到 两 个 向 量 直 交 的 充 要 条 件 是 它们 的 点 积 等 于 
零 .在 一 般 内 积 空间 中 ,我 们 利用 内 积 同样 可 以 引入 直 交 概念 , 讨 
论 直 交 投影 和 直 交 分 解 等 基本 问题 . 

定义 5.2 设 X 为 内 积 空间 ,内 积 为 (,). 

(1) 设 zyE 和 ,如 果 (z,y) 一 0, 则 称 z 和 yy 直 交 , 记 作 zy， 

(2) 设 MCX, 如 果 对 一 切 YEM, 有 (x,y) 一 0, 则 称 z 与 M 
直 交 , 记 作 xz|M， 

(3) 设 M,NCX ,如 果 对 一 切 zEM,yEN, 有 zy, 则 称 M 
与 NN 直 交 , 记 作 M1LN， : 

(4) 设 MCX, 集 合 ML=(zEX:z AM 称 作 M 的 直 交 补 . 

由 定义 5.2 可 得 到 下 列 简单 性 质 : 

1° 设 XEX,ZX 二 zi 十 Xz， 其 中 Xi Xx， 则 | ~ | “= | 和 1 | “十 
| zz 人 2， 

2” 设 了 二 CX, 了 一 和 ,如 果 zz 了 工 , 则 z 一 0， 

3” 设 MCX, 则 MM- 是 X 的 闭 子 空间 . 

我 们 只 证 明 2°,3°. 

性 质 2" 的 证 明 : 设 z1LL, 因 为 L== 关 , 故 存 在 点 到 {zx.} CCL, 使 
zs>X， 由 内 积 的 连续 性 得 
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(ZX,X) 一 lim (Cx, ,zx) 一 0， 
性 质 3" 的 证 明 : 设 x,y€ MM+,a,BEK, 则 对 任何 zEM， 
(az 十 By,z) 一 azz) 十 CCGyz) 一 0， 
故 azx 十 By€E M+. 车 XE Mi, 则 存在 点 列 {z,}CCM+, 使 zx, 一 x, 故 
对 任何 zE€E M, 有 
(x,z) = lim (xz, ,z) 一 0， 
因此 x€ M+ , 即 M+- 是 闭 子 空间 . 

下 面 介绍 完备 内 积 空 间 的 一 个 重要 性 质 一 一 直 交 分 解 . 

定义 5.3 设 M 是 内 积 空间 X 的 线性 子 空 间 ,zEX, 如 果 有 
zZoEMzEAM- ,使 x=zo 十 zi; 则 称 zo 为 xz 在 M 上 的 直 交 投影 ， 
简称 为 投影 , 式 子 x 二 zo 十 zi 称 作 之 关于 AM 的 直 交 分 解 . 

一 般 说 来 . 对 于 内 积 空间 中 任意 向 量 x 和 任意 线性 子 空间 
M,z 在 MM 上 的 投影 并 不 一 定 存在 ,但 如 果 存 在 投影 的 话 , 投 影 必 
是 唯一 的 . 事实 上 ,如 果 zo,y 均 是 z 在 M 上 的 投影 , 则 zo ,yoE 
M,zx 一 XoE Mt,zx 一 yb,E M1i, 又 因为 M 与 M+ 均 为 XX 的 线性 子 空 
间 , 故 zo 一 ypEM 以 及 xo 一 yo 二 《XY 一 yo) 一 (zx 一 Xo0)EM+t, 所 以 

Xo — yo E Mf M+, 
则 zo 一 % 王 0, 即 zo 二 yo. 

定理 5.2 设 M 为 完备 内 积 空 间 X 的 非 空 汕 闭 集 , 则 对 每 一 

个 xEX, 存 在 唯一 的 xo€ MM, 使 得 


|z— zo = oz,M) = inf zo yl. 
证 ”由 下 确 界 的 定义 , 必 有 MM 中 的 点 列 {zx} ,使 得 
lim ||z—z,l = inf |z— yl = 4d. 


我 们 证 明 {x,} 是 收敛 点 列 , 其 极限 zx。 就 是 所 要 寻找 的 元 素 . 因为 
M 是 凸 集 , 则 广 (z, 十 zx.) EM, | 六 (zs 十 zo) 一 工 | 之 好 由 中 
线 公式 (5. 8) 

zoo xl := | (zm rx) (ro zr) |? 
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一 2 zs 一 工人 十 下 一 站 2 


Za 十 am 
一 41z 一 字 二 | 


委 21zs 一 工作 十 2 人 xz 一 ze 人 一 4 
因为 当 2 ,me 一 co 时 ,| zs 一 z1 >d, zx 一 x 一 4, 故 
1 一 io 一 0 (n,m 00), 
即 {z,} 是 完备 空间 X 的 基本 列 ,M 闭 , 故 存在 zoE M, 使 z, 一 zo， 
于 是 四 


lz 一 al =limlz— zl = infle—yl. 
如 果 还 存在 yoEM, 使 
lz 一 ol = inflz—yl, 
y€EM 


取 点 列 
os Voi Yo yo""", 

作为 上 面 的 点 列 {z,} ,这 个 点 列 也 是 基本 列 ,从 而 必 有 zo 一 y6， 即 
M 中 使 上 x 一 z= inf | z 一 yl 的 元 素 x。 是 唯一 的 ， 

定理 5.3 设 M 是 完备 内 积 空间 X 的 团子 空间 , 则 对 任 一 
EX,z 在 M 上 的 投影 必 存 在 唯一 , 即 存在 唯一 的 xz,€ M, zi€ 
M+ ,使 
TT 二 To 十 TI 

证 ”由 于 MM 是 完备 内 积 空间 X 的 闭 子 空间 , 则 M 必 是 的 
闭 凸 集 , 按 定理 5.2, 存 在 zoE MY, 使 得 

lIz— zl = inf lz— yl. 

令 zi 二 Zz 一 zo, 我 们 证 明 x1E M+. 任 取 z€EM,z 关 0, 对 任何 数 4， 
Xo 十 AzEM, 有 所 以 

drm ail := (rm zo ,ro vo — Mz) 

= lz 一 al 十 Me lel? 


-一 几 ( 之 ， 代 -一 0 ) -一 A(z 一 Xo sy), 
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ACz 一 Xo 之 ) 十 AZ 一 0 ) 本 [4 “ | xz | “<0 


取 ) 一 和 对 尖 ,代入 上 式 得 
(zz 一 zz 1(Gz 一 Zooz)|2 Cz 一 oz)|2 


[ET 
所 以 对 一 切 xzEAM 有 | 


人 


0， 


(z 一 2Zoyz) 一 0， 
即 zi 一 Z 一 ZoEG AT. 

最 后 证 明 直 交 分 解 的 唯一 性 . 设 男 有 分 解 x 二 x 十 x i, 其 中 

XoEM,z'1EMI, 则 由 zo 十 zi 二 x'o 十 x'1 可 得 
Xo 一 并 = Xi ~ Zi. z 
由 上 式 可 知 x 一 M+ 门 M, 故 x 二 zi yz 二 x'0. 

设 X 是 内 积 空 间 ,Mi,M; 是 X 的 两 个 线性 子 空间 ,如 果 Ml 
Mi, 则 称 M= {zi 十 Zz:X1€E MiyXzsEM;}) 为 Mi 与 M; 的 直 交 和 ， 
记 为 MM,, 根 据 定理 5. 3, 如 果 M 是 完备 内 积 空间 的 闭 子 空 
间 , 则 

X=MO M+. 
”推论 设 M 是 完备 内 积 空间 X 的 线性 子 空间 , 若 M 尖 买 , 则 
存在 y 关 0, 使 y|M, 从 而 M=X 的 充 要 条 件 是 M+ = {0}. 

注 定理 5.3 的 证 明 中 只 用 到 M 的 完备 性 , 故 条 件 XX 完备 
可 改 为 M 完备 . z 

定理 5.4 设 M 为 内 积 空间 X 的 线性 子 空间 ,xzE€EX,zoEM， 
则 
lz—zl = inflz— > 

的 充 要 条 件 是 zo 为 z 在 M 上 的 投影 . 

证 充分 性 ; 设 zo 为 z 在 M 上 的 投影 , 则 xz 一 zo|M, 对 任 
何 yEM ,由 于 一 > 一 (z 一 zo) 十 (zo 一 y) ,而 zo 一 yEM, 因 此 zx 一 
Xo 上 xo 一 y, 从 而 

lz—y|?= zzol?d zy zo zl 
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所 以 
lz 一 zol = inf |z— yl. 
必要 性 : 设 ez 一 zo 一 inf lz 一 yl ,其 中 zxo€E AMM, 则 据 
定理 5. 3 证 明知 zo 为 x+ 在 MM 上 的 投影 . 
特别 地 , 当 MM 为 内 积 空间 X 的 维 子 空间 时 ,Xx€EX 一 MM, 求 
z 在 M 中 的 最 佳 逼近 元 ze 可 化 为 如 下 形式 的 问题 : 
设 e1,e2，"…ser 为 M 的 一 组 基底 , 求 个 数 waz，…a*， 使 得 


12— Dael =inflz— DNeil. 
记 m=- ae, 因为 最 佳 逼 近 元 zo 一 定 是 x 到 M 上 的 投影 
即 有 
(xz— zo) = 0,VyEM, 
这 显然 等 价 于 


(大 一 Zoyei) = 0,7=1,2,"°,n, (5. 9) 
我 们 的 问题 可 化 为 求 ayaz yo 使 
Dj aileise)) 一 (ZT ,ej) ,7 = 1,2,°" 1， (5. 10) 


由 于 投影 zx 是 唯一 的 , 故 以 ,az，…,0 为 未 知 量 的 方程 组 
(5.10) 的 解 是 唯一 的 ,从 而 系数 行列 式 不 等 于 零 , (5.10) 的 解 就 是 
(ei ;61) 机 (xX,e1) “on* (eye1) 


(el ,C2) 机 (TX ,es) 机 (eyey) 


|(eiye€n) … (XEn) (enyen) 


i (ei,e1) “eo (e; ,21) 机 (eyel) 1 


(elyez) … (eiyez) 《eyez) 


(elye) … (€iyEn) ，… (enyen) 
在 实际 应 用 中 ,线性 回归 中 常用 的 最 小 二 乘法 ,LLa,65j 中 省 
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数 用 多 项 式 来 逼近 , 求 最 佳 平 方 平 均 和 逼近 问题 等 都 可 化 为 上 述 方 
程 组 (5. 10) 来 求 得 . 
例 7 设 Mi,Mi 是 内 积 空间 X 的 两 个 子 空 间 , 试 证 明 Mi 上 
AM 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 x1E M1 和 zcEM 有 
zttzrl = zrll? + | zl ?. 
充分 性 ; 任 取 x1€ Mi,zx;E Mi, 由 《Xi 十 zy ;Ti 十 X22) 二 (X11) 
十 (zayzz) 可 得 
Re(ziyzy) = 0， 
再 由 
(GZ1 十 Zoot2Z1 十 Xi) 一 (Ziyt2I) 十 (Xx; ,Xs), 
可 得 
~ Im(zxi,zx:) 一 0， 
故人 zz) 一 0, 即 zz NM. 
例 8 设 式 为 内 积 空 间 ,M 是 和 的 子 空间 ,在 对 每 一 个 6 
M ,在 M 上 的 投影 zx 均 存在 , 则 M 必 为 和 的 闭 子 空间 . 
证 设 EM, 由 假定 ,z 一 zo 十 Zi, 其 中 ZE AM-， 取 x,EM， 
使 x, 一 z; 则 Xz, 一 Xo 一 一 zo 二 zi; 所 以 


(2Z1 ,C1 ) 一 lim (x) sn Zo) 一 0， 
HO 


故 zi 一 0,z 二 ToEM,M 是 XX 的 闭 子 空间 . 
5.3 内 积 空间 中 的 标准 直 交 系 


类 似 于 欧 几 里 得 空间 中 的 直角 坐标 系 , 在 内 积 空间 中 可 利用 
直 交 概念 引进 直 交 系 的 概念 ,本 段 的 目的 就 是 讨论 内 积 空间 中 直 
交 系 的 基本 性 质 ,讨论 Hilbert 空间 中 直 交 系 的 存在 性 以 及 关于 
直 交 系 的 (广义 ) 健 立 叶 展开 等 问题 . 
定义 5.4 设 X 为 内 积 空间 ,{e-}erCX, 如果 
(eev ) 一 2 (5. 11) 
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则 称 {e.} 为 和 中 的 标准 直 交 系 . 
设 {e,) 为 X 中 的 可 列 标准 直 交 系 ,zEX, 称 
= (x,e), (n= 1,2,.") 
为 工 关于 e. 的 傅立叶 系数 (2 一 1,2，…)， 


例 9 实 L? [0，2xj」 中 ， | 款 ， 去 cosr 于 sz 和， 


COsSNnz, 


去 大 sinnz, | 是 标准 让 交 系 ;而 | Re" | 人 一 0， 


士 1, 士 2,…) 是 复 L2[0,2rj] 中 的 标准 直 交 系 . 

例 10 中 , 令 

En 一 (0,0,° ,1 ,0,.) (n= 1,2,."), 
2 位 

则 {e,} 是 2 中 的 一 个 标准 直 交 系 . 

定理 5.5 设 {e} 是 内 积 空间 X 中 的 一 个 标准 直 交 系 ,zE 
X, 则 

(1) 

cr -Hla < zl, (5.12) 

称 (5. 12) 为 贝 塞 尔 (Bessel) 不等式. 

(2) 设 al ,az ，…，an 为 n 个 数 , 则 | 之 一 Die | 当 且 仅 当 CQ 
一 8 (一 1,2,…,2) 时 取 最 小 值 ” 

证 〈1) 由 于 


天 加 n 中 ，， 
0< |z— Dael’= (x— >》 ,ciets 工 一 > ,caeb) 
k=1 | .k=l k=1 
再 型 加 并 
| zl 一 Decles,z) 一 >yclz,er) 十 > ，|csl2 
t=1 fl ti 


zl — Dlal, 
所 以 ,对 任意 的 自然 数 n 有 
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| 


k=1 
故 
lal lr’ 
p=1 
《2) 由 于 
(I 一 Dj caer se;) 一 (Zej) 一 Cj 一 0， (7 = 1,2,. ,7), 
k=1 


玫 工 一 Doe 与 。 (一 1;2，。 的 人 全 安 ,和 有 


“和 着 z 一 zi ;TX1 Za， 则 必 有 | 之 | “一 | 之 1 |? 十 | 之 2 | “ 这 
论 ”, 则 可 得 


| 之 一 > wa | “二 | 之 一 > ca | ?十 | > (ci 一 AQ) es | 
= zo Doel’t > ce 一 史上 
故 当 且 仅 当 w=co (一 1,2，) 时 ，| z 一 mer 上 取 到 最 小 值 
lz 一 >vcues| 
例 11 设 {e.}er 是 内 积 空间 和 的 标准 直 交 系 , 则 对 固定 的 
EX,(z,es) 中 至 多 可 列 个 不 和 等于零. 
证 因为 集合 
{ (zs€s) : Crses) 天 0) 一 (ze | (zyex) | 之 1). 


记 
E, = ((zZyeo :| (zyeo) | 之 方 }， 

我 们 只 要 证 明 每 个 5, 是 有 限 集 . 设 不 然 , 取 {e,} ,使 
ye) | > 地， (n= 12,3,.). 
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据 定 理 5.5(1) 所 证 Bessel 不 等 式 , 对 一 切 成 立 
lel’ > D1) > 
这 是 不 可 能 的 , 故 每 个 Es 是 有 限 集 . 
设 {e,} 是 内 积 空间 X 中 的 标准 直 交 系 ,如 果 (5.12) 式 中 的 等 
号 成 立 , 即 
jzl:= D(zr,e) !’, (5. 13) 


则 称 (5. 13) 为 巴塞 伐 尔 (parseval) 等 式 . 
定义 5.5 设 {e,) 是 内 积 空间 X 的 标准 直 交 系 , 若 对 每 一 个 
EEX, 有 


OO 


lz := > | (zr,e) 1’, 


并 一 ] 


则 称 te.} 是 完备 的 标准 直 交 系 . 
定理 5.6 设 {e,} 是 内 积 空 间 X 的 标准 直 交 系 , 则 下 列 条 件 


等 价 : 
(1) {e*} 是 和 中 的 完备 标准 直 交 系 ， 


(2) 对 任 一 + EX,z= 》) (zx,er)e, lim|| zo jae = 
k=1 2 k=1 
0， 
(3) 对 了 X 的 稠密 子 集 M 中 任 一 元 素 z, 有 z= 2) (zyet)et， 


(4) {es}) 张 成 的 子 空间 工 在 X 中 稠密 . 
证 (1) 今 (2) 由 定理 5.5(1) 的 证 明 , 对 任 一 x€EX， 


ED EN 


所 以 ,| z= 二》 1(z,ej) | 等 价 于 z= 二 》) (zser)es, 即 (1) 与 


(2) 等 价 . 

(2) 二 (3) 显然 . 

(3) 二 (4) 设 村 二 多, 对 任 一 xzEM, 有 
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NsE 


工 二 (TX ,er)e,. 


U 


k= 二 1 


这 表明 z 为 工 中 点 列 x 二 ycues 的 极限 ,zEZ, 即 MCZ, 但 耻 


一 和 ,所 以 工 一 总 . 
(4) 二 (1) 设 亏 =X. 任 取 zE 和 ,对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 


项 
Xn 一 > age EL. 
k=1 


使 
|z—zl < e. 
据 定理 5. 5(2) 
Iz— Doell < lzr— DaPel <e, 

下 一 1 == 1 

所 以 
t= Dre)e (VrE€EX). 
k=1 

故 {e,}) 完 备 . 


我 们 称 级 数 2 (zs,ei)es 为 于 {e,} 的 傅立叶 展开 式 . 


例 12 | "| m=0, 十 1, 土 2,…) 是 复 ZL:[0,27] 中 的 完 
备 标准 直 交 系 , 且 对 任何 xG)EL[0,27xj], 有 
: mL_f ll iw 
| za 一 Dol a dz, 


其 中 为 < 关于 | -se” | 的 伟 立 叶 系 数 ,[a,6]C[0,27] 


事实 上 , 设 工 为 |- 廊 -e”| 张 成 的 子 空间 ,由 数学 分 析 中 的 维 


尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 知 艺 在 疙 [0,2rj 中 稠密 . 因此 , 按 定理 5.6 


| -| 是 L:[0,2x] 中 的 完备 标准 直 交 系 , 任 取 z(t) eE L[0， 
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2r | 


2X . 
xX)e di, 


1 
WwW 2Tv0 


Cn 二 
由 完备 系 的 特征 知 
zCD) 一 6 


这 里 级 数 是 按 三 [0， 人 全 人 自然 数 M,N， 
| X(t)dt 一 | 


天 一 一 各 


< | zw -— Se, 2 em |dt 


n= 二 NN 


<| lzo — ye 


n= 二 一 NN 


地 | dt 


1 ， 
< v2r，||z 一 Cn ew | —0 (M,N— oo 时), 
> ~ AT 


OO 


> «| 


1 e™idz. 


n= oo 2X 


例 13 设 {e,) 是 内 积 空间 X 的 完备 标准 直 交 系 , 则 对 一 切 z， 


|z (1)dt = 


(zy) 一 Sse,) (y ,6n). 
证 因为 (6.} 是 完备 的 , 记 二 (x,6) ,由 定理 5.6 
Zn 一 See, — xX (n— 00)., 
所 以 
: (x1) = lim (Cz, , y) = limC Dore) : 


一 lim AC 一 2) (TE1) (Ys EL). 
“~o 人 1 1 
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定义 5.6 设 {e.} 是 内 积 空间 标准 直 交 系 , 如 果 所 中 不 存在 
与 所 有 e, 直 交 的 非 另 向 量 , 则 称 {e.} 是 完全 的 . 
定理 $.7 设 和 为 Hilbert 空间 ,{e.} 为 和 中 的 标准 直 交 系 ， 
则 {e,} 完 备 等 价 于 {e,} 完 全 . z 
证 设 {e,} 完 备 ,xEX, 满 足 
0) = 0 = 0 = 1,2,3,.)) 
则 由 | zx 上 ?= B36 ?二 0, 知 z==0, 故 {e,) 是 完全 的 . 


反之 , 设 {e 完全， 按照 定理 5. 6 我 们 只 需 证 明 {e,} 张 成 的 子 
空间 工 在 X 中 稠密 . 假设 LL 关 X, 则 存在 zx€EX 一 上 ,zx 关 0, 由 直 交 
分 解 定理 
一 Xo 十 Xi 
其 中 xo€ELI,zxi | 工 , 显 然 zi 关 0; 且 xi Lesln 二 1,2,3,…), 这 与 {e,) 
的 完全 性 矛盾 , 故 {e,} 是 完备 的 . 四 

由 定理 5.6 我 们 看 到 ,如 果 {e,} 是 内 积 空间 的 一 个 完备 标准 
直 交 系 , 则 XX 中 任 一 向 量 < 均 可 展 成 关于 {e,} 的 傅立叶 级 数 , 即 


OO 
并 一 人 >， (XEn En 
如一 上 


这 对 研究 内 积 空间 中 的 各 种 问题 带 来 了 很 大 方便 . 因此 ,完备 标 
准 直 交 系 是 研究 Hilbert 空间 的 重要 工具 ,下 面 我 们 将 介绍 如 何 
作出 内 积 空间 中 的 完备 标准 直 交 系 . 

“” 引 理 (Gram-Schmidt 直 交 化 过 程 ) 设 V= {xz} 是 内 积 空 
间 X 中 的 一 可 列子 集 , 则 由 了 必 可 作出 一 个 标准 直 交 系 {e,) ,使 
V 张 成 的 子 空间 与 {fe,) 张 成 的 子 空间 相同 . 

证 不 妨 设 {z,} 彼 此 线性 无 关 , 则 盖 关 0 (x 二 1,2,…). 令 


el 一 本 一 -一 
2 


ya = Za — (Xs,e1)e1, 
则 | ei | 一 ] ,72 和 0， 月 (yzsye1)= (rx2ye1)— (zzse21)=0, 故 32z ei 
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再 令 

2 

Ty 
则 | C2 | 二 1], (ei,e2) 二 0. 一 般 地 ,知已 作出 ej ,es，… ,ei-1; 满 足 条 
件 上 ei = 二 1,e:|ejGi 关 j3i,j 二 1，2，3,… ,一 1), 则 令 


一 1 
VEO Xe > (zh ,6:)e,, (5. 14) 
1 一 1 
易 知 yO0, ys | elt—=1,2, ,8k— 1). 再 令 
“= TT C5. 15) 


则 el ,es，,… ,es 彼此 直 交 ,每 个 ei = 二 1G=1,2,3,…,k). 如 此 一 
直下 去 , 即 可 得 到 标准 直 交 系 {e,) ,下面 证 明 {e,}) 张 成 的 子 空间 工 
与 {z,} 张 成 的 子 空间 L' 相 同 . 

由 上 面 的 直 交 化 过 程 ,ei 可 用 xi 表示 ,ez 可 用 和 zz 表示 ,一 
般 地 据 (5.14),(5.15) 知 ei 可 用 zi,zs，,… ,zs 线性 表示 , 故 

LCL' 

反之 ,zi 也 可 用 el 表示 ,zs 也 可 用 el,es 表示 ,一 般 地 由 

(5.14) 和 (5.15) 知 zi 也 可 用 ei,es，… ,es 线性 表示 , 故 


LCL. 
因此 : 
了 一 工 . 
引 理 中 作 elyerz，…，e，… 的 过 程 称 为 Gram-Schmidt 直 交 化 
定理 5.8 内 积 空间 和 可 分 的 充 要 条 件 是 和 中 存在 完备 的 
标准 直 交 系 . 


证 ”必要 性 : 因为 和 可 分 , 则 存在 可 数 稠密 子 集 {z*} ,由 引 
理 , 用 {zx,) 可 建立 标准 直 交 系 {e,), 日 {e,) 与 {x,) 张 成 的 子 空间 相 
同 , 故 {e,) 张 成 的 子 空间 工 在 X 中 稠密 ,按照 定理 5.6,({e,} 是 完备 
的 标准 直 交 系 . 
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充分 性 : 因为 了 X 中 存在 完备 标准 直 交 系 {e,), 则 {e,} 张 成 的 子 
”空间 工 在 关中 称 密 .不妨 设 六 为 实 内 积 空 间 , 则 
也 一 (Z3Z 一 > mers os E R,k=1,2, ,nn EE N). 


k=1 


nm 


Ln 一 {XK 一 aety7 为 有 理 数 ,k = 1,2,." ,nn € N), 


则 Z 是 X 中 的 可 数 稠密 子 集 , 故 各 可 分 . 

设 {e,} 是 内 积 空间 X 的 标准 直 交 系 ,由 Bessel 不 等 式 , 对 每 
一 个 zE 了 XX,z 关 于 {e,) 的 体 立 叶 系 数 {c.)EZ2. 现在 考虑 相反 的 问 
题 : 任 给 数列 {c,} E72, 是 否 存 在 一 个 元 素 xzEX, 使 得 {c,) 为 x+ 关 
于 {e.} 的 傅立叶 系数 , 且 parseval 等 式 成 立 ? 下 面 歼 斯 - 非 欺 
(Riesz-Fisgher) 定 理 回答 了 这 一 问题 . 

定理 5.9 〈 黎 斯 - 菲 软 ) 设 态 是 Hilbert 空间 ,es} 为 五 的 
标准 直 交 系 ,数列 {c,} ER, 则 必 存 在 唯一 的 ZE 瑟 , 使 c= (zx,e,)， 
且 


jz = > le). 
n=1 


证 令 = lces, 我 们 证 明 {z,) 是 五 中 的 基本 列 . 对 任 
音 的 自然 数 mx,n( 假 定 mr 这 1)， 
zs l= Daal’= Dhol 


天 二 nn 十 


因为 fc.} EZ 所 以 m,n 一 oo 时 .zw 一 x; 一 0,{z:) 为 瑟 的 基本 
列 . 瑟 完 备 ,存在 XxE 恕 ;使 x 一 x, 由 内 积 达 续 性 
(xX,e1:) = lim (x, ,ea). 
但 当 n>k 时 ,(Czosyet) 一 ct 所 以 
(X64) = ci (k= 1,2,°). 
又 因为 上 zx 一 Xx 上 一 0 x 一 0), 握 定理 5.6 知 parseval 等 式 成 立 、 
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设 男 有 x EE 五 ;使 (zx',e,) = 二 6c 以 及 上 z= > cs 则 
n=1 


x" 二 >》 (Xz ) Cn) En 一 >， (ye )e， 一 
n= 二 1 n= 二 1 


故 满足 定理 要 求 的 xz 是 唯一 的 . 

本 段 最 后 我 们 讨论 可 分 Hilbert 空间 与 2 的 同 构 性 . 

定理 5. 10 每 一 个 可 分 Hilbert 空间 态 都 与 7 空间 等 距 辣 
构 , 从 而 所 有 可 分 Hilbert 空间 彼此 等 距 同 构 . z 

证 ”由 定理 5.8, 矿 中 必 有 完备 标准 直 交 系 {e1) ,XE 昌 , 令 

Ck 一 (TX,e1), 
则 
Z 一 2Vcxet, 且 | zl 一 2 cx | 2 
作 五 一 2 的 上 映射: 
7Zz 一 (czE 五 . 
则 容易 证 明了 人 是 五 一 关上 的 一 对 一 等 距 同 构 映 射 . 事实 上 ,7 是 
线性 映射 显然 . 因为 
| Tz | :一 2 el’ 一 | zi 

故 工 是 五 到 2 中 的 等 距 同 构 映 射 . 又 因为 对 任 一 {ci) ED, 由 黎 
斯 - 菲 软 定理 ,五 中 必 存 在 了 唯一 元 素 zx, 使 以 一 (zx,ei) 以 及 工 == 


OO 


> ,cuelh 故 存在 XE 人 旷 ,使 Tz= {cx} ;因此 互 与 4 等 距 同 构 。 
例 14 设 {e} 是 Hilbert 空间 囊 中 的 完备 标准 直 交 系 , 又 设 
{ei 是 五 中 的 标准 直 交 系 , 满 足 
A 


则 {e'}) 也 是 完备 的 标准 直 交 系 . 
证 ”我们 用 工 表示 由 {e'}) 张 成 的 子 空间 ,只 要 证 明 工 = 五 , 即 
证 明 zl 工时 , 必 有 z=0. 设 不 然 , 存 在 x 上 | 工 ,z 关 0, 则 
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1 z= > [Cee 1 = > [Ce ~ ed 


< lel A < lal’ 
矛盾 , 故 {e'i) 完 备 ， 
实际 上 ,本 题 的 条 件 > es 一 ws 1? < 1 可 放宽 为 


>) je 一 ez < oo0. 
k=1 


例 1s 在 2 中 ， 记 多 一 (eyei…e… 其 中 En 一 
(0，…;，0,1,0，…)，, 令 
一 一 一 一 一 一 
2 位 


显然 人 E ,再 令 

= {ai 方 十 + Doe: 4 为 任 一 自然 数 ,ai ,0%，… ,0 为 任意 实数 }. 
按照 忆 的 线性 运算 及 内 积 ,区 是 一 个 内 积 空间 ,多 显然 是 X 中 的 
标准 直 交 系 ,我 们 可 以 证 明 多 是 完全 的 ,但 不 是 完备 的 . 

证 XEX,X| 祈 , 则 存在 a (R=1,2,"° ;nn) ,使 得 
X=@fit Doe. 
取 mm. 之 n ,得 
0 = (x,6m) 一 于， al 一 0. 
所 以 
= 一 Doc 

再 利用 > .多 ,期 得 @ 二 0 二 2,3, 昼 ,nn), 故 x 二 0, 即 .3 是 关中 
的 完全 标准 直 交 系 . 但 是 
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1A=1+ > 让， 


Dfie) l= Di 
则 
ITA? 2 | Cfi,ed) |:. 
k=2 


即 对 X 中 元 素 有 ,parseval 等 式 不 成 立 , 故 多 在 XX 中 不 是 完备 
的 . 
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第 十 二 章 线性 算 子 和 线性 泛 函 


本 章 主 要 介绍 Banach 空间 上 线性 算 子 和 线性 泛 函 的 基本 定 
理 , 这 些 定理 是 泛 函 分 析 早 期 最 光辉 的 成 果 , 也 是 基础 泛 函 分 析 的 
核心 . 

前 面 已 经 指出 , 泛 函 分 析 的 研究 对 象 是 无 限 维 空间 以 及 这 些 
空间 之 间 映 射 的 一 般 性 质 . 关于 前 者 ,上 一 章 已 介绍 了 距离 空间 、 
赋 范 线性 空间 和 内 积 空间 . 本 章 的 对 象 是 映射 ,主要 是 赋 范 线性 
空间 上 和 内 积 空间 上 的 映射 ,作为 基础 教程 ,我 们 的 讨论 仅 限于 满 
足 线 性 条 件 的 映射 , 即 线 性 泛 函 和 线性 算 子 . 

在 这 一 章 中 ,我 们 引入 了 线性 泛 函 和 线性 算 子 等 概念 ,证 明了 
赋 范 线性 空间 上 线性 算 子 的 连续 性 等 价 于 有 界 性 ;在 赋 范 线性 空 
间 中 讨论 了 连续 线性 泛 渔 的 保 范 延 拓 , 即 汉 恩 - 巴 拿 赫 定 理 ;并 利 
用 完备 空间 的 第 二 纲 性 ,证 明了 Banach 逆 算 子 定理 . 闭 图 象 定理 
和 共鸣 定理 ;介绍 了 全 连续 算 子 及 其 初等 性 质 以 及 Hilbert 空间 
中 的 线性 泛 孙 和 线性 算 子 . 


$ 1 有 界线 性 算 子 


1.1 线性 算 子 的 有 界 性 和 连续 性 
我 们 称 线性 空间 中 的 映射 7 为 算 子 ,例如 微分 算 子 一 二 就 
是 连续 可 微 函 数 空 间 CiLa,65j] 到 CLa,65j] 的 映射 ;又 如 
TXG) = | zcods， rls) €E Cla,sb] 
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是 Cla,pj 到 Cla ,0 | 的 算 子 ;而 歼 曼 积分 
T(z(t)) = | zWar, z(t) € Cla,b], 


则 可 看 作 CLa,5] 到 RR 的 算 子 ( 泛 函 ). 以 上 三 个 例子 中 的 算 子 都 
能 保持 线性 运算 关系 , 称 作 线性 算 子 与 线性 泛 函 . z 
定义 1.1 设 X 和 Y 均 是 赋 范 线性 空间 ,天 为 数 域 ,D 是 X 
的 线性 子 空间 ,7 是 万 到 了 中 的 映射 . 
(1) 如 果 对 任何 z,yE 和 数 a,BEKK 成 立 
z Tl(az 十 py) 一 aTz 十 BT'y. 
则 称 了 为 五 到 了 Y 中 的 线性 算 子 , 称 刀 为 了 的 定义 域 , 记 为 
儿 (T) ,而 称 集合 四 
TD = {Tz:x € D) 
为 工 的 值 域 , 记 为 统 (T). 
(2) 如 果 存 在 M>0, 使 得 对 一 切 zE SCT) ,有 
17zl 科 Mizl (1. 1) 
则 称 了 为 有 界 的 ,否则 就 称 了 为 无 界 的 . 
(3) 如 果 了 =, 则 称 D Y 的 线 性 算 子 为 线 性 泛 蚂 ,常用 
六 5 来 表示 泛 函 . 
按照 定义 1. 1, 容易 证 明了 有 界 的 充 要 条 件 是 了 将 红 (7) 的 
任 一 有 界 集 映 成 Y 中 的 有 界 集 、 
事实 上 , 设 人 有 界 ,4CESCT 7) 是 有 界 集 , 则 存在 Mi>0, 使 得 
对 一 切 zxE4, 有 | 中 xz 委 M 则 1 Tzl 科 M 1zl 科 MA 
(Y zE4), 故 74 是 了 中 的 有 界 集 . 反之 , 令 S={z€E 多 (T): 上 x 
| =1) ,网 存 在 以 M0, 使 得 对 一 切 z€E5, 有 上 Tz 三 M, 任 取 xEE 


17 Trl <m, 


iz| 
从 而 对 一 切 xE 夕 (了 TT) ,成 立 
ITz| MIz|. 
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定理 1.1 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,T 了 是 多 (T)CX 到 
Y 中 的 线性 算 子 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 了 是 有 界线 性 算 子 ， 

(2) 7 是 连续 线性 算 子 ， 

(3) 了 在 0 点 是 连续 的 . 

证 〈1) 之 (2) 设 T 了 有 界 , 则 存在 MK>>0, 使 得 对 一 切 zE 
SCT), 有 


[Tzl MIz|. 
任 取 zz,€ED(T),XED(T),T>7rn>00), 则 
J Tz — Trl = TC, — oz) | 
<M.: | mzl —0 (— co), 
故 连续 . 
(2) 之 (3) 显 然 . 


(3) 二 (1) 设 工 在 z= 二 0 处 连续 , 则 存在 3S>0, 使 得 当 二 6E 二 
有 


2 
JURE 


17y1 = 2 7| 
故 了 是 有 界线 性 算 子 . 
注 一 般 地 ,对 非 线 性 算 子 工 ,如 果 工 将 多 (TT) 中 的 任 一 有 
界 集 映 为 有 界 集 , 则 称 非 线性 算 子 本 为 有 界 的 ,此 时 ,有 界 性 与 达 
续 性 不 一 定 等 价 : 
例如 一 个 有 界 函 数 不 一 定 连 续 , 反 过 来 ,定义 在 开 区 间 上 的 连 
续 函 数 也 不 一 定 有 界 . 
定义 1.2 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,T 是 多 (7T)CX 到 
> 中 的 有 界线 性 算 子 , 则 称 
ITI =inf(M:|Tzl| MIzl ,vz € ZT) .2) 
为 的 范 数 . 
由 (1.2) 式 我 们 可 得 
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| 7z | 
Iz 


| Tz | 


= supt [二 人: € YZ(T) ,Xz A 0), 


| T= inf{(M. MVYrzrE DT) ,zzAO) 


所 以 
i7Tz| 17T) :lzl YreE€E GBT)), 《1.3) 
于 是 


bb ie Il7z| < 4TH. 


从 而 立即 可 得 


| TH = sup 
lzlz0 ||z| 
XEZIT). 


= sup 1 Tz = ea | Tz . 
ZE DT) 


(1.4) 
在 $2 中 我 们 将 利用 (1.4) 来 证 明 | 7 | 满足 范 数 的 三 个 条 件 . 下 
面 我 们 举 几 个 例子 来 说 明 如 何 证 明 线 性 算 子 了 有 界 以 及 如 何 求 
出 有 界线 性 算 子 了 的 范 数 外 7 | 
例 1 设 线性 算 子 T:L[La,6j 一 CLa,5] 定 义 为 
TP) = | fd, fe ELab], .5) 


试 证 明 7 为 有 界线 性 算 子 , 且 |‖ 了 | =1， 
证 事实 上 ,7 是 线性 算 子 显然 . 任 取 fELLa,5bj], 使 | 


=- | eold = 1. 由 于 
[Tf1 = max |Tf(z)| = max | x || fd 


ce raid 一 Tirolea 


QT 


则 | 电 编 | 去 1. 另 一 方面 , 取 (1) 二 二 ,显然 JELLa,o, 且 
| fo | 一 |. 
IT1 = sap TFI> 17fl = max| pi 
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pb 
=| 1 dt = 1. 


bp—a 


故 工 咱 ==1. 
例 2 试 证 明 ; 如 果 将 (1.5) 式 定义 的 映射 7 看 作 LLa,65] 一 


L[a,5j 的 线性 算 子 时 , 则 
T=6—a. 


证 首先 ,对 任 一 /EL[a5]， 
774= | farlaz 


b pb 
<| dianpazs FI G— oa). 


所 以 
ITI 56—a. 


另 一 方面 ,对 任何 使 得 a 十 二 <b 的 自然 数 2, 令 
| 和 和 [aya 十 一 ] 时 ， 


f(x) = 1 
0, 当 ze (十 地 ,0 时， 


显然 上 f==1, 而 且 
| Tf, = | [fa [dz 
一 广 上 aldz 十 | ， 上 edzldz 
一 [We 一 a)dz 十 | ， J 


十 | Ad [dz 


加 上 
—b a 2 
所 以 
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1TH 二 sup | Tf =6—a, 


从 而 上 Tl ==6 一 a. 

例 1 和 例 2 中 的 算 子 虽 然 形 式 上 完全 一 致 ,但 由 于 视 为 不 同 
空间 的 映射 ,它们 的 范 数 是 不 同 的 . 

例 3 设 天 (5) 是 < 委 才 0a 委 * 委 上 的 连续 函数 ,在 CLa， 
bj 中 定义 积分 算 子 了 如 下 : 


TX) = | EeezG)ds， xls) € Cla,b], 
171 = max| Kolds 
证 首先 人 T 显 然 是 Cla,b5]->CLa,5j 中 的 线性 算 子 . 令 
C = max| [IK(,s) |ds. 
t€E[a,blda 
因为 对 任 一 z(t)EClfa,6j. 

| Tz 一 max | KC)zcs)ds| < 之 allzi， 

tE[ab] Ja 


[2 
所 以 Tia. 另 一 方面 ,由 于 | IK(,s) ls 是 + 的 连续 函数 , 骨 
存在 toELa,6bj ,使 
a 一 | [IK (#0,s) |ds. 
令 zo(s) 二 sgnK (to,s); 则 zols) 必 可 测 , 且 |z0Cs) | 所 1 (VY s€[a， 
5b] ,由 第 九 章 33 重金 定理 的 推论 3.3, 存 在 z,(s)E€CLla,2bj， 
lz |]| 声 1,(V sELa,6]) ,zw,(《s) 几 平 处 处 收 钱 于 zols)， 因为 
IK(G,,s) rx, Cs) | 二 | 天 (ts)|， 
故 按照 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,有 
| KGa)ds 一 > | Ke 9)zu(s)ds (2 一 co). 

因此 ,对 一 切 自然 数 2， 

TH > Ta 2 1TaG0) = || Ks)z,)ds|, 
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而 上 式 右 端 
上 | cosopzGods > | [KOs) ds = a. 


故 
171 2a 
这 样 ,我 们 就 证 明了 | 全 上 =“ 
例 4 设 X 为 n 维 赋 范 线性 空间 , 求 出 X 中 线性 算 子 T 的 一 
般 形式 . 
解 设 {e1,e1,…,es) 为 的 一 组 基底 ,因为 Te;EX, 所 以 


Te; = 一 Va (7 一 1 2 ,1 ). 
. f 一 1 . 


任 取 zEX,z 一 和 ej, 则 
Tz = eT 一 2502wo 一 SINaé De. (1. 6) 


1 一 工 3 了 一 1 
记 y= 二 《并 一 (7 “2 1.)) 由 (1 0) 可知 


1 Pet (i = 1,2,°,n), (1.7) 
显然 (1.7) 等 价 于 

al ay … al Si va 

ae _ ol 0 


令 4 一 (as ) 为 nx 和 矩阵， 则 工 对 应 于 和 矩阵 4. 有 反之 ,给 定 一 个 nX 
n 矩阵 A 二 (@), 由 (1. (或 1 8)) 定 义 的 算 子 工 是 X 一 XX 中 的 
线性 算 子 . 

利用 有 穷 维 空间 X 中 的 收敛 等 价 于 按 坐 标 收敛 ,读者 容易 证 
明 维 赋 范 线性 空间 中 的 线性 算 子 了 必 连 续 . 

类 似 地 ,我们 可 以 求 出 2 维 赋 范 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 f 
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的 一 般 形式 。 事实 上 ,只 要 令 Ce) 一 则 对 任 一 之 一 15e € 


XX, 了 f(z) 一 280, 令 ea 一 (oo 0), 则 了 对 应 于 维 向 量 a 
内 ,x 维 司 沪 绕 和 空间 XX 上 的 线性 泛 国 / 必 是 连续 的 ， 

例 5 在 CL0,1j 中 考察 微分 算 子 7= 工 ;ZT)=CL0,1j, 
则 工 为 多 (T)= 二 CL0,1] 一 CL0,1j 中 的 无 界线 性 算 子 . 

事实 上 上 , 取 zx,G)= 二 sinnt, 则 nn 宇 2 时 ,z= 二 1, 但 

| Tz = lacosni| 一 天 一 co， 

故 工 无 界 . 

对 于 赋 范 线性 空间 和 上 的 线性 泛 函 六 我 们 可 把 f 视 为 X 到 
数 域 玉 ( 实 数 域 或 复数 域 ) 上 的 线性 算 子 . 由 于 

| fCz) | = |f(z)|, 


因而 有 界线 性 泛 函 的 范 数 就 是 
171 = sup KKz)| 


1.2 线性 算 子 空间 


设 和 ,了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,我 们 用 多 (X,Y 了 ) 表 示 由 X 一 Y 
的 所 有 有 界线 性 算 子 组 成 的 集合 . 一 个 X 到 YY 的 有 界线 性 算 子 
7 可 看 作 多 (X,Y) 的 一 个 元 素 , 在 多 (X,Y) 中 定义 线性 运算 ,并 
以 工作 为 其 中 元 素 的 范 数 ,我 们 将 证 明 络 (X,Y) 是 一 个 赋 范 


线性 空间 ， 
定理 1.2 设 义 ,Y 是 赋 范 线性 空间 , 数 域 为 ,在 多 (X,Y) 
中 定义 加 法 和 数 乘 法 如 下 : 


(7 TY)OzX= Tr Tr TT, € BX,Y) ,XT €E XX), 
(aT)z = a(Tzrx) (TT € BAX,Y) ,a € K), 
并 用 1 二 sup 1 Tz 上 | 作为 7 的 范 数 , 则 


(1) 儿 (X,Y) 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 
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(2) 如 果 Y 了 完备, 则 绍 (X ,7 了) 是 一 个 Banach 空间 . 

证 (1) 显然 多 CX, 了 ) 是 一 个 线性 空间 , 故 仅 需 证 明代 | 
满足 范 数 的 三 个 条 件 : 

| 下 胖 0 显然 ,T=0( 零 算 子 ), 则 上 Ti ==0, 反 之 ,关上 | 


二 0, 则 对 一 切 x€E 义 ,x 关 0, 有 下 和 二 0, 从 而 对 一 切 zEX, 有 
Tzx 二 0, 即 了 工 王 0; 
1er1= sup | aTz) 
= ial sup | Tz = el 7 


| T+ | 一 je | (TT Tx | 


< sup Tz + sup Tozl 


十 十 Tl. 
(2) 设 工 完备 , {7,) 是 多 (X,Y 了 ) 中 的 基本 列 , 则 对 任 给 的 e> 
0, 存 在 自然 数 ,使 得 n,m>>N 时 ， 


17. 7.) <=. (1. 9) 
因此 ,对 一 切 zxEX, 当 n,m>>NN 时 ， 
Tz— Tar) <ellzl, (1. 10) 


所 以 ,对 每 一 个 xEXX, {Tx} 是 完备 空间 了 中 的 基本 列 ， 从 而 必 存 
在 yEY, 使 
y 一 ]im 了 7 
我 们 作 算 子 T,X—Y: 
Tzr=’»y = lim Tz (x € XX). 
易 知 TT 是 X->Y 中 的 线性 算 子 ,下 面 我 们 证 明 人 是 有 界 的 ,而 且 
lim | 7 一 了 | =0. 
在 (1. 10) 中 令 mm 一 co , 则 得 


所 以 , 当 2N 时 ， 
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[7,— TTI, 
即 T, 一 TEB(X,Y), 从 而 TEB(X,Y), 且 
lim|7.—7TI =0. 
故 否 (X,7) 是 一 个 Banach 空间 ， 
我 们 称 胞 (X,Y) 为 有 界线 性 算 子 空间 , 当 Y=X 时 , 简 记 为 
BX). 
注 读者 容易 证 明 {T,)} 依 算 子 范 数 收敛 于 TC( 即 上 7, 一 了 T 
站 0(n 习 oo0)) 的 充 要 条 件 是 (7T,} 在 XX 的 任 一 有 界 集 上 一 致 收敛 于 
7 , 故 {7,) 依 算 子 范 数 收敛 于 了 也 称 作 {7。) 一致 收 伍 于 了 
设 工 ,T,E 多 (X,Y)( 二 1,2,3,…)，, 如 果 对 任 一 xEX, 有 
lim | T,z — Tzx| = 0, z 
则 称 {T,} 强 收 钱 于 工 . 
显然 {了 ,) 一 致 收 僵 于 了 T 了 必 有 { 工 ,} 强 收 钙 于 工 ,反之 , 则 不 然 ， 
例 6 在 2 中 定义 算 子 T, 如下: 
TT=Zx, (n= 1,2,3,.), 
其 中 X= (162 Ss) EL Xi 二 (56,36,41，"…*), 不 难看 出 ,了 7， 
是 到 的 有 界线 性 算 子 ,有 是 7 志 1. 注意 到 对 每 个 ZE 
| xs 一 0 一 0), 故 
limT,z 一 0， 
{7T,} 强 收敛 于 零 算 子 ,但 {7,}) 并 不 依 算 子 范 数 收敛 于 零 算 子 . 这 
是 因为 对 每 个 , 若 取 
e, 一 (0，…，0, 1,0,，…)， 
《0 
2 位 
则 je. 站 王 1, 且 了 7.e. 一 (1 0,…), 故 
17,] 2 7,esll = 1. 
于 是 上 7, 二 1, 即 {7,)}) 不 依 算 子 范 数 收敛 于 零 算 子 . 
例 7 设 f()ECL0,1],P,() 是 f() 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 , 即 


PD) = DEI OW — Dh. (1.11) 
k=0 
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令 二 一 PP 由 (1.11) 式 易 知 二 为 C[0,1] 到 C[0,1] 的 有 界线 性 
算 子 , 且 | | 二 1. 按照 文献 [6j 第 五 章 32 中 的 伯 思 斯 坦 定 理 ， 
P,(#) 在 [0,1] 上 一 致 收 伊 于 f(z), 即 对 任何 f€ECL[0,1]， 
| Lf —Ifl—>0 (— 0). 

这 里 了 表示 C[0,1] 中 的 醒 同 算 子 ,从 而 {Z。} 强 收敛 于 7, 但 可 以 证 
明 (元 ,} 不 一 致 收敛 于 志 

事实 上 , 取 定 一 个 (0 过 和 过 n), 作 连续 函数 (如 图 12.1 所 
示 ) 

1 ve [oe] [e211], 

_ 2 十 1 


f(t) 7 


0， 


| 


matere [S22] [ 后 1] 


| 

| 

1 
ko 2ko+ 1 赤 计 1] 
天 27 n 


12.1 
2 


则 中 万 1 王 1, 令 一 ,f(t0) =0, 
| LL,f, — 六 | = max |P,0) ~ f,0)| 
i:€ [0,1] 


之 |P,(to) — f(to) | 
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_ | Rn yn 
hE 0" 


- 1 此 nn 一 外 
= OH "=1. 


1 —1T|2 ffl 1, 


即 { 世 不一致 收敛 于 工 . 
3 2 Hahn-Banach 延 拓 定理 


设 X 为 赋 范 线性 空间 ,相应 的 数 域 为 玉 ,X 一 玉 的 有 界线 性 
算 子 称 作 六 上 的 有 界线 性 泛 函 ,由 于 下 本 身 是 完备 赋 范 线性 空 
间 , 故 XX 上 全 部 有 界线 性 泛 函 组 成 的 集合 ,多 (XX, 尺 ) 必 是 Banach 
空间 , 称 它 为 X 的 共 斩 空 间 , 记 为 和 *. 

对 任意 的 赋 范 线性 空间 和 ,是 否 一 定 存 在 非 零 的 有 界线 性 泛 
消 , 也 就 是 说 XX* 中 是 否 一 定 存 在 非 零 元 素 ,本 节 的 目的 就 是 解决 
这 一 问题 . 由 31 例 4 的 说 明 可 知 , 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 
有 界线 性 泛 函 必 存 在 . 因此 ,本 节 我 们 先 讨论 赋 范 线性 空间 的 子 
空间 上 的 有 界线 性 泛 肖 的 保 范 延 拓 , 然 后 利用 保 范 延 拓 定理 来 证 
明 任 一 赋 范 线性 空间 XX 关 {0} 上 必 存 在 “足够 多 ”的 有 界线 性 泛 函 ， 
并 求 出 一 些 常 用 的 函数 空间 数列 空间 的 共 恩 空间 . 


2.1 Hahn-Banach 定理 


设 XX 为 线性 空间 ,p 为 定义 在 匀 上 的 实 泛 函 ,如 果 对 一 切 z， 
yE€X, 有 
pl 二 yy) RP) + ply), 
则 称 p 是 次 可 加 的 ;如 果 对 任意 的 实数 a 之 0 以 及 任意 的 zEX， 
有 
plar) = ap lz). 
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则 称 上 zz) 为 正 齐 性 的 . 
显然 , 范 数 ‖ 角 zj 是 次 可 加 、 正 齐 性 实 泛 函 . 
引 理 设 C 为 实 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,了 是 C 上 的 实 线 
性 谤 函 ( 即 满足 f(z 十 y) 二 f(z) 十 f(y) ,f(azx) 二 af (xz), 这 里 工 ，y 
EG,a 为 实数 ),p 为 定义 在 和 上 的 次 可 加 、 正 齐 性 实 泛 函 , 如 果 
jz pr) (Cr EC)， 
则 必 存 在 定义 在 和 上 的 实 线性 泛 函 下 (z) ,满足 
(1) TEG 时 ,F(z)= f(z), 
(2) EX 时,F (zx) pr). 
证 不 妨 设 G 隐 X, 任 取 zoEX 一 C, 记 
Ci 一 {arot Tr E GAE (一 co 十 co))， 
则 GG 是 X 的 一 个 子 空间 , 且 Ci 中 的 任 一 元 素 y 可 唯一 地 表 成 y 
二 azo 十 Z ,其 中 XEG.a€ (一 00, 十 00). 
(1) 我 们 首先 证 明 (x) 可 延 拓 到 G, 上 ,使 它 满足 引 理 中 条 
件 (1),(2), yEGi,y 二 qzo 十 x 其 中 光 EG,aE€ (一 0o, 十 0), 如 果 
所 是 ff 在 G: 上 的 延 拓 , 则 
fy) = fr) Tafilzo) = fz) + afilzo). (2.1) 
取 f(zxo)==c, 使 有 Cy) 过 p(y) (V yEG1), 即 找 常数 c, 使 不 等 式 
ac + f(r) < plazro tt 7x), (2. 2) 
对 一 切 TEG 和 a€ (一 co ,十 ce) 成 立 、 
a 二 0 时 , (2. 2) 显 然 成 立 ,a>0 时 ,(2.2) 等 价 于 


c+ f(E) < Epar 十 7). 
即 


<pz 十 二 一 川 二 | (2. 3) 
a<<0 时 , (2. 2) 等 价 于 
“> 一 思 一 如 一 去 ) 一 


由 (2.3),(2.4) 可 知 ,c 必须 满足 下 列 两 个 不 等 式 ; 
CPT To) ~ fx) rz EG 
cp(— 7X X00) fxr), rx EG. 
要 使 满足 上 述 两 个 不 等 式 的 c 存在 当 且 仅 当 
— p(— x Zz) — f(r) Rp ro) — fx"), (2.5) 
对 一 切 x' ,x"EG 成立. 由 于 p 是 次 可 加 沁 函 ,和 且 XxEG 时 ,f(x) 
过 plz), 则 对 任何 zx' ,zx "EG, 有 
fl7)— fx)= f(x"— x) Rp(r— 7) 
plT 十 7o) 二 p(— Yr 一 2o). 
故 
— p(— zx — zx) — f(r) pr v0) — f(r"). 
因为 在 (2.5) 式 中 x’ ,zx" 是 G 中 任意 两 个 元 素 , 故 
c= supl— pl(— Tz Xo) 一 了 )) 
过 Cc 二 inf {plz” 十 Zo) 一 f(x")}. 
于 是 只 要 取 c 满足 c 委 c 委 c ,在 C, 上 和 定义 线性 泛 函 广 : 
filazo t+ x) = a f(r), 
则 方 是 了 在 Ci 上 的 延 拓 , 且 满 足 (yp(y) (VY yE€G1). 

(2)” 设 线性 泛 函 了 满足 多 (Ff) 防 G, 对 xEG, 有 f(x) 二 
F(z), 则 称 F(z) 是 的 一 个 延 拓 . 我 们 用 .多 表示 上 了 的 一 切 满足 
F(X) < pr) (rE DF)) 

的 延 拓 FF 全 体 组 成 的 集合 ,在 多 中 规定 半 序 如 下 :对 Fi,F,€ 
多 ,如 果 儿 (FI)C@BD(F,), 且 XEZ(HF) 时 ,F(z) 二 F(z), 则 称 
Ff,, 于 是 .多 是 一 个 非 空 半 序 集 . 
现 设 M 是 多 的 任 一 非 空 全 序 子 集 , 令 
在 纪 上 定义 泛 函 9: 任 取 x€E 多 , 必 存 在 多 (F), 使 z€E 弥 (F), 则 
今 
HAX) = F(T). 
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”由 于 MM 是 全 序 的 , 易 知 wz) 是 于 上 唯一 确定 的 线性 泛 函 , 且 满 足 
PX) Spr) (x € D), 

故 gE 多 ,显然 p 是 M 的 上 确 界 ,由 Zorn 引 理 ,多 中 有 一 极 大 元 
下, 我 们 可 以 证 明 多 (fo) 一 X. 事实 上 , 设 存 在 zo EX 一 多 (8)， 
则 按 员 ) 所 证 可 将 Fo 延 拓 到 多 (F,) 与 zo 张 成 的 子 空间 上 ,并 且 
满足 引 理 中 条 件 (2), 这 与 Fo 的 极 大 性 矛盾 ,因此 多 (Ff,)==X ,FF。 
即 为 引 理 所 要 求 的 泛 琐 ， 

注 ”如果 引 理 中 并 为 复 的 线性 空间 ,了 是 G 上 的 可 加 、 实 齐 
性 的 实 泛 郴 , 则 同样 可 证 明 存 在 定义 在 X 上 的 可 加 、 实 齐 性 的 实 
泛 函 已 满足 引 理 中 的 条 件 (1),(2). 

定理 2.1 ( 汉 轧 - 巴 拿 赫 ,H. Hahn-Banach) 设 G 是 赋 范 线 
性 空间 X 的 子 空间 ,ff 是 G 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 存在 关上 的 有 
界线 性 泛 晒 下 (z) ,满足 

(1) xEG 时 ,F(z)=f (7), 

(2) F=f 上 ce, 这 里 上 fe 表示 作为 G 上 的 有 界线 
泛 函 的 范 数 . 

证 设 flz) 二 pC(z) 十 iy (zx) (TEG), 这 里 wz) VCz) 分 别 表 
示 f(x) 的 实 部 和 虚 部 . 9,y 是 G 上 的 实 齐 性 、 可 加 实 泛 函 . 注意 
到 

上 VCz) ig (zr) = if(z) = flix) = ylix) + iyliz), 


则 
PUT) =— yz). 
于 是 
f(z) = (7) 一 zz (rT EC)， (2. 6) 
[gz)| = IRef lz)| fr) 委 flel zl. 
今 


pz)= | flellzl, 
则 pC(z) 是 定义 在 了 上 的 次 可 加 、 正 齐 性 泛 函 , 且 当 wxwEG 时 ， 
px) SS |fz) | RQ pz) (2.7) 
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故 YCz)，,z(Cz) 满 足 引 理 条 件 ( 见 注 ), 2 可 延 拓 为 和 上 的 实 齐 性 、 可 
加 实 泛 函 (xz), 使 
HZ) 三 DC) (rE X), 
对 照 (2. 6) ,我 们 令 
F(X) = WX) — i iz) (x € AX), (2. 8) 
则 五 满足 可 加 性 和 实 齐 性 ( 即 ac 为 实数 时 ,下 (Caz) 一 az)) ZEC 
时 ,显然 有 
FFCz) 一 VCZ) — igliz) = f(z). 
下 面 证 明 下 的 齐 次 性 和 上 五 上 = 上 fi 6. 因为 
F(zr)= Wrz) — im(— x) = Wr) ih (zx) 
= i 7) ~ iW) | = iF (C7), 
所 以 ,对 任何 复数 a 二 a 十 iQ;， 有 
F(ar) = aFf (z), 
故 下 是 定义 在 苹 上 的 线性 泛 陋 、 
令 9 二 argF(z)，, 则 
IF(x)|=e *F(r) = Fle xz) 
一 le zr) — i (ie zr), 
因为 |F Cz) | 为 实数 , 故 虚 部 wlie “x)= 二 0, 则 
F(X)|= ple 7r) < ple*z) 
= Dflle: le™zl = 1fle: Bz. 
所 以 : 
lIFe< fle. 
但 中 Fi 宇 上 fc 显然 成 立 ,; 故 上 FD= 上 fie 
推论 1 设 和 是 赋 范 线性 空间 ,和 天 140, 则 对 任 一 zo€E XX, 必 
存在 f/f€EX' ,使 
[fl =1,f(z) = zo. 
证 ” 先 设 zo 关 0, 令 G= {azo:aEKK}, 在 G 上 定义 泛 函 
plazo) = a zo , 
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则 2 是 定义 在 C 上 的 有 界线 性 泛 函 ,并 满足 VCzo) 一 |‖zo | ， 
| gl e=1. 由 定理 2.1,p 可 保 范 延 拓 到 整个 X 上 . 记 / 了 是 9 的 
保 范 延 拓 , 则 f€EX'*, 上 且 
[fl =1,f(r) = pz0) = | zol. 
若 zo 王 0,…X 天 (0) ,我 们 可 任 取 ziEX,z 天 0, 则 存在 f€ 
XX" ,使 
1fl =1,f(r) = | zi|. 
从 而 f(zxo)= 二 0== xo | . 
由 推论 1 可 以 看 到 : 
1” 若 六 天 (0), 则 必 存 在 “足够 多 ”的 非 零 有 界线 性 泛 函 ， 
2” 在 对 一 切 fF€EX* ,f(zxo) 二 0, 则 zo 二 0. 
推论 2 设 G 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 ,xo€EX, 如 果 
d = p(xz0,G) 一 inf | ze 一 过 | > 0, 
则 必 存 在 FE 和 ,使 得 
ZECGC 时 ,jz) = 0,f(zo) =ad 以 及 f=1. 
证 令 G 一 (azxo 十 ZX:XEG,aEK 尺 }, 则 GG, 是 XX 的 一 个 子 空 
间 ,由 于 zoEG, 所 以 Gi 中 任 一 元 素 y 可 唯一 地 表示 为 
yy 一 az 十 Z(aE 天 ,ZEC)， 
今 
py) 一 ad (y € G1), 
则 2 是 G; 上 唯一 确定 的 有 界线 性 泛 聘 , 且 满 足 
PTo) 一 dzEC 时 ,wz) 一 0 pl =1. 
事实 上 ,p 是 Gi 的 线性 泛 隐 ,p(xo)= 二 4 以 及 VCz) 一 0CzEG) 都 是 
显然 的 . 因为 
并 


lpglazo 十 了 )| = lald la|， jz 二 = 
所 以 ‖p| ce 委 1. 另 一 方面 ,存在 x,E€G, 使 


lim| zo— zl =d, 
Rr OO 


| = | az 十 垃 | ， 
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| 9¢le zo zl 2 19(zo — zx)| = d. 
于 是 
| gl 6 之 


| (n= 1,2,°:). 


和 
| ze 一 Zr 


1921e 之 1， 

故 | pl ec 三 1. 再 由 定理 2.1 知 ,存在 fEX"* ,使 f==1, f(xo) 
一 VCzZo) 一 以 及 zEG 时 ,jz) 一 PCz) 一 0. 

推论 3 设 MM 是 赋 范 线性 空间 XX 的 一 个 子 集 ,G 为 M 张 成 
的 子 空间 , 则 zo€G 的 充 要 条 件 是 :对 任 一 满足 f(z)==0C(xE€M) 
的 有 界线 性 泛 函 f, 必 有 jzo) 一 0. 

证 ”必要 性 显然 . 

充分 性 ; 设 条 件 成 立 , 而 zoEG, 则 由 推论 2, 存 在 AEX"* ,使 
Tf ==1,f(zo)==p(zxo;G) 这 0 以 及 f(x) 二 0C(xEG), 按 照 假 设 
条 件 , 对 这 样 的 fEX', 必 有 f(zo) 二 0, 矛 盾 , 故 zx6€EG. 

推论 3 提供 了 一 个 判别 和 中 元 素 zo 能 否 用 M 中 的 元 素 的 线 
性 组 合 任意 精确 逼近 的 一 个 方法 ,这 在 逼近 论 中 是 常用 的 . 

根据 引 理 的 证 明 , 当 < 天 c“ 时 ,满足 引 理 中 条 件 (1),(2) 的 延 
拓 是 不 唯一 的 ,因此 ,一 般 来 说 ,f 的 保 范 延 拓 不 唯一 , 且 可 以 证 
明 ,如果 f 的 保 范 延 拓 不 唯一 , 则 f 的 保 范 延 拓 全 体 所 组 成 的 集 


合 之 势 之 名. 
事实 上 , 设 方 夭 户 都 是 了 的 保 范 延 拓 ,我 们 令 
fi 十 xj 
f, TY 1 十 w (a 之 0)， 


则 AAAEX*, 广 是 了 的 延 拓 ,又 因为 
《1 十 a) [fe 
/ | f, < Ta = | fie. 
以 及 
if = Sup [fz) | 之 Sup |f (7)| = | file, 
EC 
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故 上 | = 二 上 fl 6, (万 ) oo 的 势 为 只， 

例 1 设 X=R’,z=(&,6,)ER’, 上 z==|| 十 | 儿 |, 则 关 
是 Banach 空间 , 令 G={z:zx 一 (1,0)), 在 G 上 定义 沁 函 

f(x) = é,(r € 0G). 
显然 了 是 G 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 站 jc=1. 任 取 a,|al 达 1, 在 
上 定义 有 界线 性 沁 耳 fF。: 
F(T)=é + aé, (工区 入)， 

容易 证 明王 1, 则 每 个 fF。 是 ff 的 一 个 保 范 延 拓 , 而 {FF} oa 


的 势 为 从 . 
例 2 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,xEX, 试 证 明 
| zl = sup |f(x)|. 
JEX 
| 7 一 1 


证 设 fEX' ,f=1; 则 |fCz)| 志 上 zx| 所 以 
zl 之 sup |f(2)1. 
{$F . 
另 一 方面 ,由 推论 1, 为 存在 fFEX*, 使 f==1,f(zx)= 上 zj， 
故 
sup |f(z)| 宇 Vx. 


EX 
| f=1 


这 就 证 明了 我 们 的 结论 . 

例 3 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 , 则 多 (X,Y) 完 备 的 充 要 条 件 
是 Y 是 完备 的 . 

证 ”只 需 证 明 必 要 性 . 设 {y,} 是 Y 中 的 任 一 基本 列 , 取 xo€ 
XX, zo 中 = 二 1, 则 存在 fEX” ,使 

f (xo) 一 | To | 一 1. 
我 们 定义 T,€ 儿 (X,Y) 如 下 : 
Trt= f(r)y, (= 1,2,). 
因为 
| CT, CO— Tz = fr) | yo yd 
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fy yl zl (Cz€X), 
故 
7 — Tl A: yy 0 n,m 0) 
由 于 多 (X,Y 了) 完备 , 必 存 在 TE 乾 (X,Y) ,使 
[7,—TI|—>0(— oo) 
现在 y, 二 Txo， 
| Yr 一 {zo | 一 | Txzo— {zo | 
委 站 7 一 了 1zol 一 0 一 co) 
因此 ,7 是 完备 的 . 


2.2 某 些 具体 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 


本 段 我 们 利用 泛 函 延 拓 定理 来 找 出 Cla,5bj],L*[a,51(p 之 1) 
上 有 界线 性 泛 函 的 表示 , 即 求 出 (CLa,65])* 和 (CL?[a,65])* 的 具体 
形式 ,同时 也 求 出 了 WC(p 之 1) 的 共 思 空间 . 为 简单 起 先 , 本 段 均 考 
虚实 空间 上 的 实 线性 泛 隔 . 

1. 空间 C[a,6] 上 的 有 界线 性 泛 函 

定理 2.2 (Riesz) 设 fE(Cla,56]), 则 必 存 在 vG)EBV 
[a,5](BVLa,5] 表 示 园 变 函 数 空间 ) ,使 得 对 一 切 z(t) ECLla,6bj， 
有 

f(z) = | zdv0), (2. 9) 


且 
VPD= AL 

反之 ,对 任 一 v()EBV[a,6], (2.9) 式 定义 了 Cl[La,65] 上 唯一 的 有 
界线 性 泛 函 f. 这 里 (2. 9) 式 右边 积分 是 RS 积分 . 

证 设 f€E (CLa,6])' ,用 BLa,65j 表 示 定 义 在 La,56] 上 的 有 界 
可 测 函 数 全 体 , 其 范 数 | 站 z | = ,sup 1x |, 则 CL[La,65j 是 BLa,5] 
的 一 个 子 空间 , 故 f 可 延 拓 到 BLa,b5] 上 ,和 且 保 持 范 数 不 变 , 记 延 拓 
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后 的 泛 函 为 下 , 令 
1， 当 和 和 上 委 ， 


s(t) CO ,0， 
X(t) 0， 当 s 一 ;二 SG (ab 


并 规定 xX,()= 二 0, 再 令 
v(s) = F(X,), 


5 
a =to t=b, 
邻 
€; 一 sgnLv(t;) 一 v(t;_1)j， 7 一 1] 2 ?1 
则 
> |v(#,) -一 v(t;_1) | -一 Dy slv 人) -一 《2 下 
j=1 J 一 1 
= DelF OX) — FO ,)] 


1=1 


= FL De 一 入 
j=1 
<IFI .1 sx 一 为) 
j=1 


因为 上 FI 二 上 上 以 及 上 eX, 一 罗 洲 过， 帮 v(5) € 
BV[a,b], 且 
VW < fl. 
任 取 zx(z)EC[La,65j, 作 阶梯 函数 
y(s) = DIELAG 一 Xs) J 


Fly) = 之 1 工作)[w() — v(t;_1)]. (2. 10) 
记 6= max |t;— tj ; 则 当 0—>0 时 ,有 | YY 并 | 一 0, 由 F 的 连续 


性 得 
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Fl(y)— F(zr) (0— 0). 
再 由 RS 积分 定义 
lim F(ly) = | zdvC). 


所 以 
F(z) = | zav). 

但 xzG)ECLa,65j] 时 ,了 f(z) 二 F(x), 故 对 一 切 z(t)ECLa,5], 有 
f(z) = | zao@)， 


由 RS 积分 的 性 质 ， 
zs zal .VCo)， 


放 |f | 过 V (o), 于 是 1 AI = Yo 
反之 , 任 取 vQ)EBV[a,65j, 令 


f(x) = | zdvl) (z(t) € CLa,b)]), 


则 易 知 JE (ClLa,6j)*. 
注 定理 2.2 中 wvG) 不 是 唯一 的 ,因为 如 果 wv(z) 满 足 定理 
2. 2 的 要 求 , 则 对 任 一 常数 C,v() 十 C 也 满足 定理 2. 2 的 要 求 . 
但 我 们 可 以 证 明 : 如 果 wv(z) 还 满足 va)= 二 0,t1€ (a,5) 时 ,v(t 十 0) 
二 v(z), 则 定理 2. 2 中 的 (是 唯一 的 . 竺 记 
BVola,bl|= (v(t) € BVla,bl;v(a) 一 0， 
v(t + 0)= vO) ,tt € (a,0b)}, 
则 
(C[a,6b])* BVo[a,6]. 
这 里 记号 “人 ?表示 等 距 同 构 ( 证 明 可 参阅 文献 [7] 或 L9]) ,也 简 记 
为 
(Cla,bl)* = BYV[a,b]. 
2. L?[La,bj 上 的 有 界线 性 泛 函 (lp<<00) 
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“定理 2.3 设 fECdt[a,61])* (bp>1), 则 存在 唯一 的 yG) EE 
q 1 1 
L Le ,2 ,其 中 方 十 1 使 
b 
f(x) = | zy ds, (2.11) 
且 
A 

A = y= diy ld. C2.12) 


反之 ,对 任 一 y(t) EL?[a,b], 由 (2.11) 式 所 定义 的 泛 函 Fe 
(Lz[a,5])*, 且 (2.12) 成 立 . 
证 设 fE (Lr[a,6])* , 今 


1, 当 a 委 上 魏 ?， 
可 一 sO 遇 
Xt) (ow rs (s€ la,6)) 
X(t)ELr*[a,6b], 上 骨 令 
g(s) = f(X%,), (2. 13) 


因数 ). 设 0;=Ls;,t;j(I=1 ;2 ,7) 为 La ;bj 中 一 组 互 不 相交 的 区 
间 , 记 6j 二 sgnLg)) 一 gs))j, 可 设 存 在 一 个 6 关 0, 则 


2) Ig(t,)— g(s),)|= 2 ss,) — g(s;) | 
一 f[ De 本 Xx; ) 
j=1 


< Ds, — x)1, 
j=1 


TFI. d | MAGARD 一 和 (Cd 
“j=1 


人 


fl- SI 


EF + C5 Ym8)Yz. 


jJ 一 1 
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故 g(GCs)EACLa,p |. 

令 y(s) 二 g'(s), 则 y(s)EL[La,5j, 我 们 要 证 明 y(C)EL?La， 
6 以 及 (2.11), (2.12) 成 立 . 注意 到 多 (人 的 一 0, 所 以 ga) 王 大 Xo) 
一 局 


g(s) — g(a) 一 | yar. 
故 
§ b 
f(x,) = | yd = | XC ydz. (2. 14) 


现 设 z() 为 任 一 有 界 可 测 孙 数 ,|zG) | 夺 M(YV 1E€ La,5j), 据 


鲁 金 定理 ,存在 连续 函数 z,0) ,使 zi) 一 > zx(2), 且 |zxi(0)| 声 
M(V n EN,t € [a,6]). 对 每 个 x,(2) ,又 存在 阶梯 函数 8.(2) ,使 
8%Q)| 达 MH 以 及 


G0) — zx) | < = GE [a,6]), 


故 存在 阶梯 函数 (2) 一 > x0), 且 |%()| 志 MM. 由 (2.14) 知 
f (8) = | gy (2. 15) 
再 由 控制 收敛 定理 . 
limfC8) = lim| (ydt = | zy de, 
以 及 
lm @ — zh, = lm IgG) — xz 1d = 0. 
因为 f 连续, 故 
f(x) = | zy ad, (2. 16) 


对 一 切 有 界 可 测 函 数 成 立 . 
下 面 证 明 yGD)EL?*[La, go 以 及 对 一 切 z(GELPLa oj (12.11) 
成 立 . 为 此 , 令 
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[|y(G) 1! sgny(), 当 |y(| 委 和， 
hn(t) = | 
0， 当 |yQ@) | > WN, 
和 
y(t), 当 |y( 世 | 委 和 N， 
yn(t) = | 
0， 当 [y(t) | > 
则 


f (hn)= | hn(t)y(t)dt = | hy)yCG)dt 


: 
_ | ya led =| [yw C2) Jrdz, (2. 17) 


其 中 Ew 二 {ELa,b]; |yQ)| 才 NN). 
另 一 方面 
FE AL avs= NAL lav ld) 


= fF: ly la 


[A 
= (| |ywc led ,fF. (2. 18) 
由 (12.17) 和 (12. 18) 得 
pb pb 
| lys@ has < FE (ndor 


故 
2 
(ly ha < If, (2. 19) 
上 式 中 , 令 N 一 oo, 由 法 杜 定理 得 
如 
li= (yaows lf C2.20) 
By() EL La,b]. 


现任 取 zx()EL?La,6bj, 据 第 11 章 $2 定理 2.3 的 证 明 , 必 存 


在 有 界 可 测 函 数 序列 {z,(t))， 使 
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| [X(t) — z(t) [tdt > 0 (nn —> 00), 


其 中 
Z(t), 当 |zxQ) | 过， 


X(t) = | 
0， 当 |zC) | > 


由 (2. 16) 
f(x,) = | zy de. 

再 由 控制 收敛 定理 并 利用 f 的 连续 性 ,在 上 式 中 令 n 一 coo, 得 
Hz) = | zy 


即 (12.11) 成 立 . 
最 后 证 明 f= 上 yy 以 及 y() 是 唯一 的 . 因为 y(t) EE 
Ls[a ,0 | , 据 Hoélder 不 等 式 ,对 一 切 T(t) EL2[a ,0 ,有 


GoD1= zy@adls 1zl yl 


故 
上 8 < |y|,. (2. 21) 
由 (2. 20) 和 (2. 21) 即 得 上 f= 二 y|，. 
y 必 ) 的 唯一 性 ; 设 存在 y(t) EL?La,5j, 使 


fC) = | zDDd Ct) € Le)， 
则 
ep -mod = wz ee 
取 zG) 一 sgn(yQ() 一 y(t)) € Lr[a,65], 则 得 
| pa — yld =0, 


a. €, 


故 三 人 一 一 y(4), 唯一 性 得 证 . 
反之 ,对 任 一 y()EL?[a,5j, 令 
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f(x) = | zy Cx) € La 的 )， 


则 了 显然 是 定义 在 Lr*La,5] 上 的 有 界线 性 泛 孙 ,是 f= 
上 >。 作 映 射 
T:(?[a,6])* >L?[a,6j 如 下 : 
Tf = yy0), ff € (Lla,bl)’ 
易 知 TT 是 (L?La,5])* 到 1L?[a,5] 上 的 等 距 同 构 映 射 , 故 
(Lr[a,6))* = Lsfa,el]. 

对 于 p= 二 1, 我 们 可 以 证 明 (L?*[a,5]))” = Leo 事实 上 ， 
如 同 定 理 2. 3 中 一 样 作 函 数 g (3), 此 时 ,g(s) 不 仅 绝 对 连续 ,而 且 
满足 李 普 希 效 条 件 . 这 是 因为 

[g(t2) ~ g(t)1= |f 0%, — %)| 


SHA) mx = tal. 
因此 |g'Q)| 过 上 了 | ,如 果 令 yG) = g (0, 则 y0) € L”[a,6]， 
| yj 过 1. 
类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 


pb 
f(x) = | zy CV zt) € Lfa,b]). 


从 而 可 得 
1 7 < | yl., 
故 上 fi 三 下 反之 ,对 任 一 y()EL”[a,6], 令 


f(z) = | zyGod (z0) € L[a,b)), 


则 fECLLa,6])*, 且 f= 二 y|~, 故 
(L[a,5|)* = L*[a,6]. 

3，/2 pb 志 1) 的 共 斩 空 间 

定理 2.4 0) 一 5. 

证 设 f€ C1) *. 令 e 一 (0，…，0,1;0，…))1 一 1,，2)，3，…. 

”9 
7 位 
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显然 ,对 任 一 X= (Xi 29""" ay) 和 ,有 


并 一 lim yze 
. noo ;一 1 
记 7 一 了 (ee;) ,1 二 1,2,3,…, 则 VAL: | 了 了 | * 因此 ,7= /PE 
7.，"…)El™”, 而 且 
1 7 ~ = supl7| < | fl. 
由 f 的 连续 性 ， 
f(z) = Drm (rz EL). 
i=1 
这 就 是 说 ,l 上 的 连续 线性 泛 函 只 能 是 上 述 形式 ,其 中 
六 一 fle.) 一 1 2 3……， 
7 一 C71 72 7) EL. 
反之 ;如果 7 一 (7 3077 和, 含 
fz) 一 EE 一 (Xi 3 € /1)， 
则 显然 有 AE C0) ,有 旦 f= 二 7 上, 因此 
(2)* = 六， 
类 似 地 ,对 于 p 之 1 ,我 们 可 以 证 明 
(U7)* = 2， 
1 


其 中 性 十 亡 一 1 对 AE (2 ”， 存 在 唯一 的 7=(7)E2 ,使 


f+) 一 Drm (r= (x) ED)， 


以 及 
LF = 171， 
详细 证 明 可 参阅 文献 [7] 


2.3 共 罗 空间 ， 共 罗 算 子 


我 们 已 经 知道 赋 范 空间 X 的 共 思 e 空 间 XX" 是 Banach 空间 , 因 
此 它 了 世 有 共 轿 空间 , 称 X* 的 共 恩 空间 为 二 次 共 斩 空间 , 记 为 
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及 ;类 似 地 ,还 可 以 定义 KX” ，, "等 等 * 
现在 来 考察 和 与 和 "的 关系 , 取 定 ZEX, 因 为 对 一 切 fE 
和 "成立 


[fCz)| zl .Al, 
因此 ,如 果 将 f(z) 看 作 定 义 在 了 "上 的 线性 泛 函 , 它 是 有 界 的 , 令 
Xz**(f) = f(r) (ff € X'), (2. 22) 
则 xz"*E€EX**. 作 映 射 J,X 一 X*". 
一 和 
易 知 映射 了 具有 下 列 性 质 : 


1” 了 是 线性 映射 , 即 
J(zi 十 zy) 一 yz 十 Jo dar)=a(Jr); 
2” 了 是 一 个 等 距 上 映射 ,因此 是 一 对 一 的 . 
事实 上 ,因为 对 任 一 /EX" ,有 
(zi 十 Z) * CA)= fri zx) 一 Ac) 十 Ce) 
一 1 (ff) + ri Cf), 
(azx)** (f) = f(ax) = af (x) 一 az * (Nf). 
又 
lz = suplz DI = sup yc) = lzl, 
BIJzl = zl. 

故 J 是 XX 一 XX"' 中 的 等 距 同 构 映 射 , 称 作 “自然 钻 入 ”映射 ,XX 
二 JX. 我 们 可 以 把 瑟 看 作 生 ”的 一 个 子 空间 ,z 和 xz" “可 以 不 加 
区 别 . 一 般 说 来 ,X 二 X*  ( 即 JXEX* 如 果 JX=X, 则 称 
X 为 自 反 空间 . 

由 前 一 段 的 讨论 ,我 们 知道 当 户 >1 时 ,L?*La,5j,V 均 是 目 反 
空间 ,下 面 以 L?*[a,651(p1) 为 例 说 明 . 已 经 知道 CL?ia,5]) 与 
IL*[a,5j] 等 距 同 构 , 设 等 距 同 构 映 射 为 rc, 任 取 f€(L?[la,6])* ,rf 
一 yEL*[a ,bo, 现 设 屎 E(L2fa po) ,F(A=F(rly), 记 Fy) 
一 F(zr ly), 则 天 是 L?fa ,bg 上 的 有 界线 性 泛 函 , 故 存在 z()E 
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L?[a,6], 使 Fy) 一 | >ozod = f(z); 所 以 二 Jz; 即 JX 二 
久 "** ,Lr*ja,b| 自 肥 . 

定理 2.5 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,如 果 久 * 是 可 分 的 , 则 及 也 
可 分 . 

证 设 X* 可 分 , 则 久 * 的 单位 球面 

Ss= {feExX*;|f|=1) 

也 可 分 ,从 而 可 以 S 中 取出 一 可 数 稠密 子 集 {f,}. 对 每 个 nEN， 
由 于 所 是 一 1, 则 存在 EX, | z, | 一 1 使 


| 六 (zs)| > 3 


， 记 人 z") 张 成 的 闭 子 空间 为 Xo, 易 证 Xe 可 分 . 如 果 XX, 隆基 , 据 
Hahn-Banach 定理 的 推论 2, 存 在 AAAEX-*, 使 上 外 户外 =1,zEX。 
时 , A(z) 一 0. 但 是 


ffol 2 1h) — fr)| = LPGzl > 六 


这 与 { 廊 ) 在 和 的 单位 球面 $ 上 稠密 矛盾 , 故 XX, 二 了 ,XX 是 可 分 
的 . 
利用 定理 2.5, 立 即 可 知 LLa,5bj 不 是 自 反 的 .事实 上 ,因为 
(LLa,5]) "= 二 L~La,5j, 若 L[a,6j 自 反 , 则 (LL~[a,65j])* ==LLa,6] 
是 可 分 的 ,按照 定理 2.5,L~[La,5j 也 是 可 分 的 ,矛盾 . 从 而 LLa， 
bj 非 自 反 . 
下 面 介 绍 有 界线 性 算 子 7 了 的 共 示 算 子 T*' 及 其 简单 性 质 . 
定义 2.1 设 X,Xi 均 是 赋 范 线性 空间 ,TE 多 (X,X1), 任 取 
JEX7 , 令 
f* (rz) = f(Tzx) (zr € X), (2. 23) 
则 fr EX', 记 T*f=f', 称 7T' 为 T 的 共 罗 算 子 . 
由 定义 ,T* 是 X? 一 XX 的 线性 算 子 ， 
Tf(z)= fr) (EX ,rx € X). (2. 24) 
定理 2.6 设 X,Xi 为 赋 范 线性 空间 ,TE 多 (X,X1), 则 工 * 
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EBXr ,X.), 有 T= TT. 
证 7T'* 是 线性 算 子 显然 . 由 定义 对 一 切 AEX 和 zxEXX, 有 
[TP = FT .HTH :zl, 
故 
1 Tl: | Cv fe Xr). 
于 是 T* 有 界 , 且 7'* 过 人 上. 另 一 方面 ,由 Hahn-Banach 定 
理 推论 1, 对 任 一 xEX, 存 在 f,EXr? ,使 
fTx) = Tr ,fo) =1, 
则 
| Tz = |f,Tz)| 
= |T*foz)| TH :zl. 
所 以 上 Ti 二 7T* 咱 . 吉 7T*€E%B(XY,X*), 上 7T*= 
TH. 
定理 2.7 设 X,Xi,X, 都 是 赋 范 线性 空间 ,T,S EE 多 (X， 
X1) ,RE BCX ,XY,), 则 
(1) (aT+BS)* =aT*+BS* ,a,BEK, 
(2) (RT)* =T*R’, 
(3) T**€EBCX'' ,KF), T=|TIH, 有 8 
T**r** = (Tx) (VzrEX) 《2. 25) 
这 里 zz**=Jzx, (Tzx)**==J (Tz). 
证 (1) 显然 成 立 . 
(2) 对 任 一 JEX; 和 xEX, 利 用 (2. 24) 式 ， 
[CRT)* f(z)= CRTz) = LRCTz) 
= (R* Tz) 一 (TCR A)) Cx), 


: (RT)* = T*R*. 
(3) T**€EBX'', XI") 及 7T"* | == 上 丰 T 川 显然 ,我 们 
仅 证 明 
T**z**= (Tx)’* (VzE€EX). 
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任 取 f€EX? ,zEX, 据 了 和 一 (7 以 及 了 一 Jr 的 定义 
( 即 (2. 24) 和 (2. 22) 式 )， 
Tz *(f)= zx * (TA) = (TT* A (x) 
= f(Tz) = (Tr)**(f). 
所 以 
Tr = (Tzr)** (Vz € X). 
如 果 将 卫视 为 XX"* 的 子 空间 ,Xi 视 为 X7 ”的 子 空间 , 则 z 
与 x* “可 视 为 同一 ,Tz 与 (Tx)** 可 视 为 同一 ,从 而 (2.25) 式 可 记 
为 
T**r=1Txr (zr € XX), (2. 26) 
这 表明 了 了"* 是 TT 的 延 拓 . 
例 4 设 Co={Cz):limz,=0),z=(z,)€ECo, zl = 


SUp EE ;定义 TCo—>C, 如 下 : 
TX 
7 = (三 ) 之 一 (2 ) EC Co. 


则 1 站 =1,7 的 值 域 议 ( 了 T) 关 Co, 但 殉 (T)= 二 Co, 并 求 出 工 *. 
解 | 二 1 显然 . 因为 对 一 切 x€C， 


1 
1 ( 。 
并 天 =) 


故 统 (T) 关 C,, 但 显然 有 
R(T) DE, 一 { > wiei: a EK,i=1,2,,nn EE 人 
;一 1 


其 中 ec 一 (0 ,0,1,0，)EC。 (z 一 1,2,3，……)， 因 为 五 ,一 Cu ,所 
HRT)=Co. 
读者 作为 练习 可 以 证 明 : Cs? ==7i,fECs , 必 存 在 (7,) E7, 使 


f(z)= Dz lV z 二 (zw) EC0). 所 以 T* >l. 任 取 f= x,) El 
一 Cr 和 z= (zx,) EC,, 
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(人 T 六 (z) 一 ACTz) = 3) 27 = > 


二 1 


所 以 
T*f = (2). 
例 5 设 KKG,s) 是 a 过 之 ba 过 ;5 上 的 实 二 元 可 测 函 数 , 满 
足 
p rp 
(| [Ks) dids < oo。 
今 


(Tz)() 一 | KG yr)ds 


(£04) € Lr[a,b],p > 1 十 四 一 1)， 


可 以 证 明了 是 ?La ,bo 一 LEa,o 中 的 有 界线 性 算 子 , 故 了 是 
L2[a ,gb 一 L*La, bo 中 的 有 界线 性 算 子 . 我 们 来 求 出 T' 的 具体 形 
式 . 

对 任 一 feE (1L?[a ,0 |) ” ,存在 yi)EGLPa ,0 ] ,使 


f(z) = | yod (z() € Lrfa,b]). 
故 
p p 
(T* PCz)= FTz) = | yo[| KG rds dz 


= [zd KG Dy ds (ze Le 
由 于 了 :FE (7?[a6]D "==L:[a,6]; 则 
T*f = | KG yd 
因 f 与 y 可 视 为 同一 , 则 
TW = | KC)yd, 
或 
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pb 
CT 人 CD = | KG yds. | 


由 此 可 网，7 是 Lr*[a,b >L’[a ,0 以 Ki 《tys) 一 天 (st 为 核 的 积 
分 算 子 . 


3 3 ”Banach 逆 算 子 定 理 。 闭 图 象 定理 
* 共鸣 定理 


在 32 中 ,我 们 证 明了 定义 在 赋 范 线性 空间 X 的 任 一 子 空间 
上 的 有 界线 性 泛 函 必 可 保 范 延 拓 到 整个 空间 X 上 (Hahn-Banach 
定理 ) ,这 是 泛 函 分 析 中 的 基本 定理 之 一 . 在 本 节 我 们 将 介绍 泛 函 
分 析 中 另外 三 个 最 基本 的 定理 , 即 Banach 逆 算 子 定 理 . 闭 图 象 定 


3.1 逆 算 子 和 Banach 逆 算 子 定理 


各 种 类 型 的 方程 ,总 可 以 归结 为 下 面 的 一 般 形式 
Tz+=y. (3.1) 

这 里 算 子 了 是 由 空间 X 一 空间 Y 的 一 个 映射 ,yEY 是 一 已 知 元 
素 ,zEX 是 未 知 元 素 . 方程 (3.1) 对 所 有 的 yEY 存在 唯一 解 z 
EX 等 价 于 北 算 子 存在 , 且 值 域 统 (T)=Y; 方 程 (3.1) 的 解 z 
连续 依赖 于 y 这 一 性 质 等 价 于 了 -是 连续 映射 . 本 段 将 对 了 是 线 
性 算 子 的 情形 讨论 上 述 问题 , 即 讨论 线性 算 子 的 道 算 子 7 了 7 存 
在 性 和 有 界 性 以 及 如 何 求 出 T™. 

设 和 ,7,Z 均 为 赋 范 线性 空间 ,TiE B(X,Y),T,E 儿 (Y ,2)， 
规定 算 子 Ti ,7 的 积 了 :7: 如 下 : 

(TAT)z= TTx) (CzE X). 

特别 地 ,车 TE 多 (X),T?==TT,T" 一 TT,T'=7. 设 T， 
7T,,T3€ 多 (X), 则 算 子 的 乘法 显然 满足 下 列 性 质 : 

1° (TTIOT 一 T (TT), (AT)T =T,(aT)=aT,T, 
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2”73:(7 HT =TT +TsT (7 二 7)73 一 773 十 72373， 

3” | TT 1 委 | 7， | 。 | | 。 

注意 算 子 了 的 乘法 不 一 定 满足 交换 律 , 即 TT; 不 一 定 等 于 
了 27 1 
例 1 在 CL0,1j 中 考察 下 面 两 个 算 子 : 


Ta) = | zds, Tp) = tz0) (eC) € CL0,1]). 
显然 Ti,T; 都 是 从 CL0,1J 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 . 易 知 
(TT 0) 一 : | zds, CT Ter) Ge) = | szcods 
若 取 zxo(t) 三 1 (LE[0,1j), 则 
(TAT YE) 一世 (TT) 0) = 5$, 


因此 TTizo 关 TITszo; 故 Ti1T; 关 TT). 

设 了 ,了 Y 是 赋 范 线性 空间 ,了 TT 是 蔗 到 Y 中 的 线性 算 子 ,其 定义 
域 和 值 域 分 别 用 多 (了 T) 和 统 ( 了 T) 表 示 . 

定义 3.1 设 T 是 多 (7T)CX 到 Y 中 的 线性 算 子 ,如 果 了 是 
2(T) 到 丈 (T) 上 的 一 对 一 映射 , 则 称 了 是 2 玫 (T) 到 宏 (7) 上 的 
可 逆 算 子 , 其 逆 算 子 了 了 “ 必 存 在 ,了 是 由 安 (7) 到 纪 (7) 的 线性 
算 子 ， 

显然 , 若 T :存在 , 则 Tzx==y, 等 价 于 x 二 T :yy 又 若 纪 (T) 一 
及, 弦 (T) 二 Y 了 , 且 T 可 逆 , 则 

TT-: = 1y, T-T = Ix. 

其 中 Ix,Iy 分 别 表示 X 和 了 中 的 恒 等 算 子 . 

引 理 设 了 是 和 一 YY 中 的 线性 算 子 , 则 全 是 和 到 Y 上 的 可 
逆 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 线性 算 子 S$:Y~>X, 使 

ST=Ix, TS=1y, (3. 2) 

此 时 ,T-!=S. 

证 ”只 需 证 明 充 分 性 . 由 ST=Jx 可 知 当 zx 关 0,;Tzx 关 0, 故 TT 
是 和 -> 农 (T) 上 的 一 对 一 喘 射 ,再 由 TS 一 六 知 喝 (T) 一 Y, 故 了 
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是 XX 一 Y 上 的 可 道 算 子 ,存在 T-!:Y->X. 利用 T-1(TS) 二 Tily 
二 了 7 了 1 以 及 TT7T=1Ix 立即 得 T-! 二 S$S. 
我 们 也 称 满 足 ST==Ix 的 算 子 5S 为 了 的 左 道 ,满足 TS 了 Jy 
的 算 子 S 为 了 的 右 道 . 实际 上 可 以 证 明 : 若 了 的 左 道 、 右 道 存在 ， 
则 左 逆 和 右 道 必 相 等 . 
定理 3.1 设 X,Y,Z 都 是 赋 范 线性 空间 ,TIE (X,Y),7T， 
EB(CY,Z) ,Ti,T; 均 可 道 , 朋 TT71E€ BY,X),Ty!'E 名 (ZY), 则 
(1) TY 可 逆 , (TY)-1B(X*,Y*), 昌 (TY) !=(T7!)"*, 
(2) TT 是 X>Z 上 的 可 道 算 子 , 且 (T6T1) 7! 二 TY'Ty 1. 
证 (1) 首先 显然 有 (x)* 一 Tz , (1y)* = 二 Ty*. 因为 
(7 = (TT TT)” = (1x)* = Ix*, 
(TD (TF) 一 (TD = (1y)* = 1y:,， 
由 引 理 知 ,TY 是 Y* 到 XX 上 的 可 道 算 子 ,是 
(TY) 1 = (TIT)* € BX*,Y'*). 
(2) 由 条 件 
(TD = Lx, (Tet) ITT) = Lz, 
所 以 (TT) = (TTT ) EB(Z,X). 
定理 3.2 设 六 为 赋 范 线性 空间 ,TE 多 (X), 则 了 T7!; 统 (T) 
一 XX 存在 有 界 的 充 要 条 件 是 ;存在 c 字 0, 使 . 


ITz|| 宇 «lz| (Vz € X). (3. 3) 
证 ”必要 性 : 设 T !' 有 界 , 令 y= 二 Tz, 则 
lz = 17T™y| 17TH .ly|. 


[Tzl > Ti lz (eX). 


充分 性 : 设 (3. 3) 成 立 . 首先 由 不 等 式 (3.3) 知 了 T 了 是 一 对 一 映 
射 . 又 因为 y= 二 Tz 等 价 于 x 二 7T i'y, 故 
lyl 站 Try 
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IT-yl <ilyl (ye RT) = ZT)), 


从 而 7-! 有 界 , 且 17- 过 二 ， 
定理 3.3 设 X 为 Banach 空间 ,TE 多 (X), 有 是 荆 咱 之 1, 则 
《一 荆 ) 一 ! 存 在 , 且 ( 人 7 一 TIE 殉 (YX) 以 及 


一 1 ll : 
ld- TH < 

证 由 于 7T"| 志 TI" 以 及 上 Ti 过 1. 如 果 记 
4 一 了 十 了 十 T2 十 … 十 T， 


则 4 在 多 (X) 中 收敛 , 记 4=1limA, 二 》)T". 因为 多 (X) 完 备 ， 
Wd 纪 一 站 


所 以 A€ 多 (X). 容易 算出 
AT—T)= {~ 7)A,=I— Tt!i, 
注意 到 了 T""! 按 算 子 范 数 收 敛 于 0, 上 式 中 令 7-~>coy 得 
AC(T—7)=0 -7A=I. 


由 引 理 , (1 一 7T)"1 = 二 A4= >TE BX) , 且 


oO 


aT < DTI <DIT = i 


推论 设 X 为 Banach 鹤 间 ,TeE 有 否 (X) ,可 道 , 且 7 天 
瑟 (X) , 则 对 任何 ATE 五 (X) 当 1 AT < 7 时 , 算 子 9 
一 人 十 AT 可 道 , 且 Si1€E 史 (X) 以 及 
S71= > (~— TATYT. 


n=0 


证 因为 S$=T 十 AT=T( 十 T-1AT), 且 7T-!AT | 所 
区 了。 省 ATTH 过 1, 赤 由 定理 3.3 知 (J 十 T7'AT) -1€ 儿 (X)， 
从 而 S := 十 TTiAT)~1T iE€ (KX), 日 
S71 = > (~ TAT)YT. 
二 0 
定理 3.4 (Banach 道 算 子 定理 ) 设 和 了 是 Banach 空间 ， 
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TEB(X,Y), 如 果 工 是 天 到 Y 上 的 一 对 一 映射 , 则 TT'E 多 (Y， 
X). 

证 ”本 定理 的 证 明 比 较 复杂 ,我 们 把 它 分 成 三 步 来 叙述 . 

(C1) 令 O00, 二 {XEX: | x | < ,M,C=T(O,), n=1,2,3, 
则 X= UO,,Y== UM,, 因 为 了 完备 , 则 由 Baire 网 定理 ( 见 第 十 一 


” 章 81 定 理 1.10), 必 有 某 个 M, 一 T(O, ) 在 Y 的 某 个 闭 球 Cy 
70) 二 (yyEY:; | y 一 省 委 ~o} 中 稠密 . 
(2) 令 85 一 导 , 则 可 以 证 明 M,=T(O,) 在 Y 中 的 闭 球 (0， 
0o) 一 (ycEGY， | yy | 06) 中 稠密 * 
事实 上 , 任 取 yE€ES5(0,60), 则 yo 二 noys Yo 一 noy ESCyos7o), 按 
照 第 一 步 所 证 , 必 存 在 Ono 中 点 到 (zt 和 人 ,使 
jim7 zx = yo 十 no0y, jim7Z 一 yo 一世 o.y， 
k— oo -oo 
于 是 
jim7 (zs 一 TD) 一 2710y， 
即 


limT (一 -ee) 一 yy. 
但 是 池 一 2 EO,, 所 以 To) 在 S$(0,6o) 中 稠密 ， 


(3) 证 明 EE 明了 (O05| 0 :| ,从 而 可 得 了 - :有 界 , 且 1 7-: | 入 


Ss 


因为 工 (O;) 在 S00,6。,) 中 稠密 ,车 记 Oi= {zxEX: | xz 由 委 
二 )， 则 容易 证 明 T( O03 在 引 0, 多 ?| 中 向 密 任 取 yE5|0, 字 |， 


存在 ZEO1 ,使 
人 
ly 一 Tal < 加， 
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允 | ,又 因为 了 | 03 在 引 0, 吕 | 中 秽 密 , 故 存在 


即 ?一 TaES| 0 各 


zEO1l ,使 
22 


0 
jy 一 Te — Tz < 


自 归纳 法 ,可 得 到 点 列 (z,}CX,z,E03, 使 
ly— T(z 二 zi 十 … 十 xz,) 三 2 (3. 4) 
由 于 完备 以 及 jz 所 高 (二 1,2,3,…), 则 级 数 5)z, 在 X 


中 收敛 , 令 工 = Dlzl < > la | 三 1, 故 xzEO1. 在 
(3.4) 式 中 令 一 o0, 利 用 工 的 连续 性 可 得 y 一 Tz, 这 就 证 明了 


"O228le 0 又 因为 工 是 一 对 一 的 ,所 以 OLDDT-1S 


0， 2] 任 取 yEY,y0， , 则 于 [2 | a | , 故 
iT apr) < 
即 
Ty < yl GeY), 


于 是 7 有 界 , 且 1 7 一 | < 训 ， 


定义 3.2 设 。，。|, 上， 是 线性 空间 XX 上 的 两 个 范 数 ， 

如 果 存 在 正 数 K, ;天 2 使 得 对 一 切 XE 六 ,有 
Kilzli< | zl,< Kk,|zl, 

则 称 上 ，| 和 上 。| 中 ;等 价 . 

推论 设 线 性 空间 XX 上 的 两 个 范 数 上 ，|1, 1 ，|; 均 使 
成 为 Banach 空间 ,如 果 存 在 正 数 天 ,使 得 对 一 切 zEX 成 立 

1zlss 委 天 | zl， 
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则 | 。， | 和 | |， 等 价 ， 

证 将 和 X 按 | | 和， 中 ;所 成 的 Banach 空间 分 别 记 为 
Xi 和 和 :, 即 和 一 (和 ,| 1,Xs 二 (X, .1 .考察 入 上 的 
恒 同 算 子 7:(Cx ,| | 一 (| 1 则 了 是 和 到 X 上 的 一 
对 一 算 子 . 由 条 件 

| zl; = | 1iz|; 夺 Klz | ,，, 
故 IE HB(XI 全? ) , 据 Banach 道 算 子 定理 三 :有 界 , 故 存在 天 0， 
使 
| TzliK | 之 | 2。 
即 
上 zia 委 下 zl 

故 ” | 和 ” | ; 等 价 . 

例 2 设 P1(),P,GQ),…,P,(t)EC[La,6b], 考 察 & 阶 线性 微分 
方程 

TI) + Pi TO 十 … 十 加 (CTC) 一 人) 
全 一 Xi(al) 一 … 一 Xe la) 一 0， 

由 常 微分 方程 的 知识 可 知 , 对 任何 y(z)€ECLa,65j, 方 程 (3. 5) 均 存 
在 唯一 的 & 阶 连续 可 微 解 z(2). 试 证 明 : 方 程 (3. 5) 之 解 z() 连 续 
依赖 于 函数 y(z)， : 

证 C [La, 纪 表示 定义 在 Le,o 上 有 大 阶 连续 导数 的 函数 全 
体 ,TEC*[a,6]， 


(3.5) 


| zl = 2 max |z? (2)|. 
令 
X= CH[ab| = {rz:r €E CH [a,b], 
ZT(4)= ra) = "=r V(a) = 0)}. 
我 们 知道 C% [ao 是 一 个 Banach 空间 ,C0?[a,5j 是 CW[a,65j] 的 
一 个 闭 线 性 子 空间 , 故 也 是 一 个 Banach 空间 . 作 算 子 7 :XY= 
Cla,6b |: 
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Tr —— 人 十 pr 十 和 十 pix. 


因为 
| Tz | = max | (TZz)() | 


(Oy) max|plt)|) (CD max|zr?() |) 
f=} t 7 一 0 
<M. 1zll， 
在 
其 中 M 一 1 十 >) max|pi(t)|, 故 TEB(X,Y). 
1 


由 于 对 任何 yY€Y, 方 程 (3. 5) 有 了 唯一 的 & 阶 连续 可 微 解 x, 因 
而 TT 是 外 到 YY 上 的 一 对 一 映射 . 由 Banach 道 算 子 定理 ,T 是 
CLa,6j 到 C5? [a,5j 的 连续 线性 算 子 , 故 当 y€ECLa,6bj 作 微小 变动 
时 ,相应 的 微分 方程 (3. 5) 的 解 xz 二 TT 'y 也 必然 作 微小 变动 , 即 解 
函数 z(t) 及 其 导数 zx) ,X(t),… ,XxX 中 (2) 均 一 致 地 作 微 小 变动 . 


3.2 闭 线性 算 子 和 闭 图 象 定理 


设 X7 是 赋 范 线性 空间 , 则 乘积 空间 XXY=((zx,y):ZXE€ 
X,yEY), 在 乘积 空间 XXXY 中 定义 范 数 如 下 : 
Cz,w 1 = zl + yl,， 
读者 容易 证 明 它 是 XXXY7 上 的 一 个 范 数 , 而 且 如 果 芝 ,Y 均 完备 ， 
则 和 xyY 也 完备 . 
定义 3.3 设 和 ,7 为 赋 范 线性 空间 ,了 :SCTD)CX-Y 中 的 
线性 算 子 , 则 称 XXY 中 的 子 集 
GT) = (C(x,Tr):r € DT)) 
为 工 的 图 象 . 如 果 G(T) 是 XXY 中 的 一 个 财 子 空间 , 则 称 了 为 
闭 线性 算 子 . 
下 面 的 定理 给 出 了 闭 算 子 的 一 个 等 价 条 件 , 利 用 这 个 条 件 来 
检验 线性 算 子 是 否 为 闭 算 子 往往 比较 简单 . 
z 定理 3.5 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T 是 多 (T)CX 到 Y 中 
的 线性 算 子 , 则 了 为 闭 算 子 的 充 要 条 件 是 :对 任意 的 {z)} CC 
369 


<250T) , 藻 2 一 CTzoy 则 有 xzESCT) ,上 且 y=Tx. 
证 充分 性 ; 任 取 (z,y)EGCT) , 则 存在 {z)CSZCT) ,使 
(ZooTTo) 一 (zy) (在 XY 中 )， 
于 是 zZ 一 Z,Tz 一 yy (2 一 co). 由 假设 TED(T), 且 y= 二 7z, 故 (x， 
EGCT), 即 G(T) 为 XXY 中 的 闭 子 空间 ,7 了 为 闭 线性 算 子 . 
必要 性 ; 设 械 为 闭 算 子 , 即 G(T) 为 了 XY 中 的 闭 子 空间 , 任 
取 {z 性 多 (了 T 了 ), 满 足 x, 一 z+，Tzxs 一 yy, 其 中 XxEX,yEY, 则 (x,， 
Tza)>(z;y) ,元 (ry)EGCT)=G(T), 即 x€E 名 (7T), 有 自 y= 二 Tx. 
定理 3.6 ( 闭 图 象 定理 ) 设 基 ,Y 是 Banach 空间 ,T 是 
多 (T)CX 到 Y 中 的 线性 算 子 ,如 果 放 (TT) 是 X 中 的 闭 子 空间 ， 
则 7 是 团 算 子 的 充 要 条 件 是 了 为 有 界线 性 算 子 . 特别 地 , 当 
2 )=X 时 ,7 是 闭 线性 算 子 等 价 于 全 是 有 界线 性 算 子 . 
证 必要 性 ; 设 2(7) 闲 ,了 :2(7T)->Y 是 闭 线 性 算 子 因为 
X 完备 , 故 多 CT) 本身 可 看 作 一 Banach 空间 ,又 因为 G(T) 是 闭 
子 空间 ,XXY 是 Banach 空间 ,所 以 G(T) 也 是 Banach 空间 . 在 


G(T) 上 定义 算 子 了 了 如下: 
T(r,Tr)— 7x， 
则 了 是 G(T) 到 多 (T) 上 的 一 对 一 线性 算 子 . 我 们 证 明仁 有 界 . 
事实 上 ,因为 
Te,TT) | = zl lz) + Tzr) = | (zr,Tz) |, 


所 以 由 到 四 委 1, 则 由 Banach 道 算 子 定理 ,了 :有 界 , 从 而 对 一 切 xz 


1 站 委 。，lzll 
即 
czTz 委 7 下 1 
于 是 
I7Tzl < TT :jzl (ze€ (7T)), 
改 了 是 有 界线 性 算 子 . 


充分 性 : 设 了 是 有 界线 性 算 子 ,利用 狗 (7 7 的 闭 性 以 及 定理 
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3.5( 闭 算 子 的 等 价 定 义 ), 容易 证 明了 是 闭 线性 算 子 . 

闭 图 象 定理 的 重要 性 在 于 证 明 线 性 算 子 了 的 有 界 性 可 以 化 
为 证 明了 的 闭 性 ,这 在 不 少 情况 下 是 比较 方便 的 . 特别 是 用 泛 函 
分 析 方 法 研究 偏 微分 方程 时 ,由 于 对 于 偏 微分 算 子 直接 验证 它 的 
连续 性 比较 困难 ,于 是 人 们 往往 先 来 证 明 某 些 偏 微分 算 子 是 闭 算 
子 ， 

例 3 设 X=C[a,5], 考 察 X 中 的 微分 算 于 了 一 车 ,D(T) 一 
CLa,5]CCLa,6bj. 在 本 章 $1 例 5 中 已 指出 T 是 无 界线 性 算 子 ， 
下 面 证明 工 是 闭 算 子 . 

设 {(z 人 CCILa pz 一 Teyy 即 zt 之 CD) Ct)=> 
>y(G)， 由 数学 分 析 可 知 ,z() 连 续 可 微 , 且 z Go 一 yG)， 即 二 E 
儿 (T), 且 Tz 二 y, 故 工 是 闭 算 子 . 

利用 本 例 也 可 以 说 明 闭 图 象 定 理 中 条 件 X,Y 完备 性 不 可 
少 .因为 ,如 果 令 X=CLa,O, 取 范 数 ‖z | 二 max|z()1 ,容易 证 
明 按 照 这 个 范 数 XX 不 完备 ,Y=Cla,6j. 现在 了 是 X-~>Y 中 的 闭 
线性 算 子 ,但 了 无 界 ,这 表明 和 不 完备 时 , 闭 图 象 定理 不 一 定 成 
Y. 

例 4 设 了 = 二?( 一 oc0, 十 oo0),Tz(t)= 二 tz0Q),D(T)= {rE 
Xi:tz 人 (DEL 一 co 十 cc)), 则 人 是 闭 算 子 . 

证 设 z 人 ESGCT) (n=1,2,3,.), 有 日 x 一 Xz,T 了 Tx, 一 y( 在 
L25( 一 co ,十 co) 中 ), 则 zt,yGD)EL2:( 一 co, 十 co) 我们 只 要 证 明 
TEDT) 7T7x 一 沙 

因为 


| me 一 zld 一 oa 一 so)， 
以 及 
| are — yC) [rdt > 0 Cn ~ o%), 


则 必 存 在 子 序列 (zx,,(z)}) ,使 
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rn (1) 一 一 工人)， tn (1) 一- y(t). 
区 tao a) EL ao， 十 ceo), 从 而 rz(W EDOT), Tz= 
VY 
3.3 共鸣 定理 及 其 应 用 


在 分 析 数 学 的 许多 领域 中 ,人 们 常常 遇 到 的 不 只 是 单个 有 界 
线性 算 子 ,而 往往 是 一 族 线性 有 界 算 子 ,并 且 需 要 讨论 这 一 族 有 界 
线性 算 子 是 否 一 致 有 界 . 从 19 世纪 开始 ,人 们 在 若干 不 同 的 领域 
处 理 了 这 类 问题 的 特殊 情形 ,例如 对 傅立叶 级 数 的 研究 ,对 级 数 求 
和 法 的 研究 ,对 插值 问题 以 及 关于 求 和 法 与 奇异 积分 的 研究 等 ,都 
发 现 了 同类 的 结果 。1927 年 巴 拿 赫 与 斯 坦 因 豪 斯 (H. Steinhaus) 
分 析 了 上 述 的 大 量 成 果 , 提 出 了 一 个 一 般 性 的 定理 ,这 就 是 下 面 的 
共鸣 定理 . 

定理 3.7 (共鸣 定理 ) 设 和 是 Banach 空间 ,7 是 赋 范 线性 
空间 ,{T.) ,ez 性 多 (X,Y), 如 果 对 每 个 zxEX. 

sup | Tezl < co， (3. 6) 
则 必 有 
sup | Tl < se. (3. 7) 
证 令 P(r)—=sup HTz tl , 则 p(xz) 是 定义 在 XX 上 的 泛 茹 
数 , 它 显然 满足 : 
pr) 守 0 plcr) = |c|plr) (ec € K), 
以 及 
pplz 和 ty) pr) py). 
对 任 一 自然 数 &, 令 
= {XE€ X:p(r) Qk), 
则 可 以 证 明 每 个 Mi 是 XX 中 的 闭 集 . 事实 上 ,因为 
Mi: = {1 {x €E xX: | TT,.z| <k)}, 
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每 个 了, 连续 , 故 {(zEX: Tox 二 8} 是 了 中 的 闭 集 ， 从 而 M4 是 
区 中 的 闭 集 . 
由 条 件 (3. 6),X 一 U Mi, 因 为 X 完 备 , 据 Baire 岗 定理 , 必 存 
在 Ms 在 X 的 某 个 闭 球 
SCzoro) 一 {zEX: 1z 一 zol 和 ro} 中 稠密 . 因为 Mi 是 闭 集 , 故 
1 也 3(zoyro). 
下 面 证 明 PCz)< 拓 | xz ,从 而 1 7. < 二 《YE 


ro 


ESCrosro) CM ,所 


1zl 


任 取 xzE X,z 天 0, 则 mm 十 -下 -am 一 


以 
row | 
0 ko， 0 ”人 扫 - 0 9 
由 于 
To Vp 
pm TzT ?TzT 
所 以 
ZroT 、_ rox 7o 
PiTzT Tl toot TF 
< p(T [ | 十 X0) 十 p(T 一 Te 1 一 Zo) SS 2ko. 
故 


k 
p(x) lzl, 
0 


sup | 了- | < < 
共鸣 定理 告诉 我 们 ,由 [T.) 对 每 个 ZEX 的 有 界 性 可 推出 
{ 几 下 的 一 致 有 界 性 , 故 也 称 为 一 致 有 界 原 理 . 
在 本 章 $ 1 中 已 介绍 了 多 (X,Y) 中 算 子 序列 {T,}) 的 强 收 人 钙 概 
念 ,下 面 我 们 利用 共鸣 定理 来 研究 算 子 序列 强 收 钙 的 三 个 问题 ， 
1° 强 收 敛 算 子 序列 {T,),{ 7, 1) 是否 有 界 ? 
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2” 算 子 序列 {7T .满足 什么 条 件 时 强 收敛 ? 

3” 多 (X,Y) 在 算 子 列强 收敛 意义 下 是 否 完备 ? 

利用 共鸣 定理 立即 可 得 出 第 一 个 问题 的 答案 ,这 就 是 下 面 的 
推论 . 

推论 设 X 为 Banach 空 间 ,Y 是 赋 范 线性 空间 ,了 ,7T,E 
多 (X,Y) (n= 二 1,2,3,…), 如 果 {T,} 强 收敛 于 了 T, 则 {| 7T, 外 } 有 
界 . 

证 由 假设 ,对 每 个 XEX,T,x 一 Tz, 故 {T,z)} 有 界 , 据 共鸣 
定理 , {7,1 } 必 有 界 . 

定理 3.8 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,7 是 Banach 空间 ,T,E 
多 (X,Y)(n 一 1,2,3,…), 如 果 下 面 两 个 条 件 成 立 : 

(1) {用 7, | } 有 界 ， 

(2) 存在 了 的 一 个 稠密 子 集 G, 使 zEG 时 , {Tx} 收敛, 则 存 
在 TE 名 (XX,Y), 使 (T,} 强 收敛 于 T, 且 

1TH < liml7,l. (3. 8) 

证 设 | 7 志 M Co=1,2,3,…) ,因为 G=X, 任 取 zEX， 

对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 yEG, 使 


[3 
jz—y|j 二 a 
由 条 件 (2),{T,y}) 收 敛 , 故 存在 自然 数 入 ,使 对 一 切 n 汪 N 以 及 任 
意 的 自然 数 &, 有 
[Tiay 一 Toy1 < 二: 
于 是 
| Tet 一 Tz | < | Trex 一 Trey | 
二 + Tpy CO— Toy + 7,y— Tz 
[3 © € 
< Ad ， 3 十 本 十 3 二 E. 
故人 7.z)} 是 完备 空间 Y 中 的 基本 列 , {Tz} 必 收敛 于 Y 中 某 一 元 
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素 . 令 
Tz 一 limT,z (XT € KX), 
则 人 是 和 到 Y 中 的 线性 算 子 ,再 由 
| 7Tz = lim | 7,z 1 = liml| Tz| < (Qiml Tl )。 zl. 
可 知 TE 多 (X,Y), 旦 
多 | < lim| 7,|. 

在 8$1 中 我 们 已 经 证 明了 当 站 完备 时 ,有 (CCX,7) 依 算 子 序列 
的 一 致 收敛 是 完备 的 ,下 面 将 证 明 当 六 ,Y 均 完备 时 ,多 (X,Y) 关 
于 算 子 列 的 强 收敛 也 是 完备 的 . 

”定理 3.9 设 X,Y 都 是 Banach 空间 , 则 多 (X,Y) 在 算 子 列 

强 收敛 意 下 完备 . 

证 设 {T,}C 妇 (X,Y), 对 每 个 zEX,(T,z} 是 Y 中 的 基本 
列 ,我 们 要 证 明 {T,} 强 收敛 于 某 一 有 界线 性 算 子 . 

因为 {T.z} 是 基本 列 , 故 对 每 个 zEX,(| 7T.z| ;有 界 , 按 共 
鸣 定 理 ,{ 上 7T, 上} 有 界 . 又 因为 了 完备 , 故 (T.z) 对 每 个 zEX 收 
敛 ,于 是 {T,} 满 足 定理 3.8 中 条 件 (1),(2), 所 以 存在 TE 光 (X， 
Y) ,使 {T.} 强 收敛 于 工 . 

下 面 介 绍 几 个 共鸣 定理 应 用 的 实例 . 

例 5 ( 传 立 叶 级 数 的 发 散 问题 ) 设 Cs 为 周期 是 27 的 连续 
函数 全 体 , 则 对 任 一 点 加 E [一 rr], 存 在 zGOECz 使 zi) 的 傅 
立 叶 级 数 在 处 是 发 散 的 . 


证 zcEC 令 xz|= _max _ izQ)|,; 则 Cz: 是 一 个 
Banach 空间 .z( 人 的 傅立叶 级 数 为 
交 十 2 (a,cosnt 十 bsinnt), (3. 9) 
其 中 


Qk 一 二 | xls)cosksds (&R 一 0 1,2，…)， 
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一 二 | Xx(s)sinksds (k= 1,2,3,.). 
不 失 一 般 性 , 令 to 二 0. 当 t==0 时 ,级 数 (3.9) 的 部 分 和 为 
(0) 一 罗 十 Da 一 于 | zc [3 到 十 Deosks ]ds 
定义 三 EC 如 下 : 


f(z) = 58,60) 一 | zG)K,G)ds， (3. 10) 
其 中 
, 1 
rz sin|7 十 一 |5 
K,ls) 一 区 | 玛 十 Dycosks |= n+ 
下 4 一 1 2nsin 二 
2 


因为 K,(s) 是 连续 函数 , 则 f, 是 Cox 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 
1 和 | Kolds 

我 们 可 以 类 似 于 本 章 $ 1 例 3 证 明 

If = | Klas. 


但 是 四 
1 = [Klas = a] IK as 
1 
lsinin 十 二 |s| 
-| | | 2/ 
lsin | 


2 [sinC2n 十 Dz| jy, 


jsinz | 
~ 2 sin(2n + Dz y, 
(nt Sr | 。; 
2 linelg, 
wu 
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由 数学 分 析 知 


nt) |sinz | 
| 一 一 dx 一 co (2 —> co)， 
0 [2 


改 


| fl > Go 一 co)， 

则 由 共鸣 定理 知 , 必 存在 zoG)EC 使 ( 广 Czo)) 发 散 , 即 zo() 的 
傅立叶 级 数 在 上 一 0 处 发 散 ， 

例 5 说 明 Cz 中 国 数 的 傅立叶 级 数 不 一 定 处 处 收敛 ,我 们 这 里 
的 证 明 并 非 构 造 性 的 ,而 是 用 泛 函 分 析 的 观点 与 方法 给 出 的 一 个 
纯粹 存在 性 的 证 明 , 它 远 比 早期 讨论 傅立叶 级 数 发 散 问题 所 用 的 
构造 性 方法 简单 ,这 充分 体现 了 泛 函 分 析 抽 象 概念 的 特点 . 

例 6 “(机械 求 积 公式 的 收敛 性 问题 ) 


在 定 积分 | z(t)dt 的 近似 计算 中 ,常常 使 用 下 面 的 机 械 求 积 


”公式 . 


" 1 
zc)4P ~ | zd (3.11) 
k=0 0 


其 中 0 志 # 让 < 之 1 中 之 之 1?91 A489( 二 0,1,2,…',n) 选 择 如 下 : 

使 得 (3. 11) 对 一 切 次 数 三 n 的 多 项 式 精 确 成 立 (事实 上 只 需 
对 1, 成 立即 可 ). 显然 可 用 待定 系数 法 来 确定 这 一 组 常 
数 . 我 们 的 问题 是 :在 什么 样 的 条 件 下 ， 


lim > CA 人 一 | za (VY z(t) € CLo0,11]). 


(3. 12) 
利用 共鸣 定理 及 定理 3.8 可 以 证 明 (3.12) 成 立 的 充 要 条 件 
是 :存在 常数 M 盖 0, 使 得 


2 


AAPM EN). (3. 13) 
证 作 EC*[L0,1j 如 下 : 
f(t) = Oru A® (rz) € CL0,1)). 
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1 疡 1 = > 14 欠 |， 
上 一 0 


ACIE-<IEADN 
所 以 
fl < > 11481. 
k=0 


另 一 方面 ,对 每 个 2 可取 x(t)ECL0,1j, 使 | Tn | 二 ], 且 
zn (iE ) 一 sgnAs” ,上 = 0,1],2,°" ,Nn. 


于 是 

fF)| = > [481 
网 - 

EA DHE 

如 果 (3. 12) 成 立 , 则 由 共鸣 定理 知 

sup> 14Pp1 = sup1 fl < ~. 
反之 ,如 果 (3. 13) 成 立 ， 由 于 对 每 个 多 项 式 p(t), 只 要 取 n 大 于 
PQ) 的 次 数 , 就 有 

ff.(p) = SpGm) AP 一 | pa, 
， 各 
fCp) > | pa (n 一 > co ). 
注意 到 {p (2)}) 在 CL0,1j 中 稠密 , 则 容易 证 明 (3.12) 成 立 ， 
例 7 设 对 任何 x 二 (6,) E17, 级 数 Dat, 均 收 伍 , 求 证 < 一 


(an) EL™. 
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证 令 广 (z) = 之 10i6 (zz 一 (6)EI)，7 一 1,2,3，…, 易 


知 广 E 六 一 天 , 且 ‖ 大 上 一 sup lo. 由 条 件 了 ak 对 每 个 < 
(&,) EL 收敛 ,立即 可 得 
limf, Cz) 一 yo < co (VYZz 一 (5) €ED. 
刚 对 一 切 zc2 有 
sup | fa(7)| < 一 co. 


按 共鸣 定理 得 
sup | 廊下 < ce， 


即 
sup |a, | 过 cc， 


因此 ,a 二 (a,) EA. 
例 8 设 p>1,aQ) 是 有 限 区 间 [La,6j 上 的 勒 贝 格 可 测 函数 ， 
如 果 对 任何 x(2) EL*[a,0j, 积 分 


| zacod: 


存在 , 则 alt) ELr[a,b], 其 中 性 十 二 一 
证 作 有 界 函 数 


Qt)， la(2) | nn, 
0 | 


0， laQ)| >n. 
定义 L?[a,6] 上 的 线性 泛 酉 
f= | zG@wGd (xl) € Lr[La,b]). 
易 知 f,€ (LTa 6D, 有 fl = le) = 
CaCO rape 由 条 件 可 知 (WEL[a,6], 吉 malt) On 
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az | RR |aG)rG)| € Lfa,b], 
由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 立即 知 ,对 每 个 x(z)€EL?[a,5b5], 有 
lim fz) 一 | zacpd < co。 


故 按 共鸣 定理 可 得 
sup | fl = sup(| laW hd) SM 
再 由 法 杜 定理 ,我 们 可 得 : 


o 
(| la jad 去 M 
即 cC)ELe[a ,oO]. 
3.4 弱 收 敛 


到 目前 为 至 ,我 们 已 讨论 了 下 列 几 种 收敛 概念 :对 于 赋 范 线性 
空间 和 中 的 点 列 {z》 如 果 存 在 zEX, 使 |z 一 z| 一 0, 则 称 
{zr} 强 收敛 于 z; 对 于 有 界线 性 算 子 空间 妥 (X,7 了 ) 中 的 算 子 序列 
{T.) ;如果 TE 名 (X,Y), 7, 一 TH 一 0, 则 称 (7T;,) 一 致 收敛 于 
了 ;车 对 一 切 zEX, 上 Tz 一 Tz 一 0, 则 称 {7,} 强 收敛 于 了 ;对 于 
共 红 空间 了" ,如果 应 ,ffEX'*, 且 .一 ff 一 0,; 则 称 {f,) 在 
Banach 空间 XX“. 中 强 收 人 钙 于 了 . 

下 面 将 定义 和 中 的 弱 收 敛 概 念 和 和 中 的 * 弱 收 敛 概念 . 

定义 3.4 设 X 是 赋 范 线性 空间 .、 

(1) 设 户 , fo EX 二 1，2,3,") ,如 果 对 一 切 ZEX, f(z) 
一 fo(z), 则 称 {f} x* 弱 收 钱 于 fo, 称 fo 为 {f,) 的 * 弱 极 限 , 记 为 


TE 演 


三 ——fo, 
(2) 设 xX,TX0EX 二 1,2,3,…), 如 果 对 一 切 f/fEX” ,ff (Xn) 
一 三 (Czo), 则 称 {z.) 绊 收敛 于 2Zo， 称 之 0 为 {zx;) 的 弱 极 限 , 记 为 Tn 


由 * 弱 收 勾 和 弱 收 敛 的 定义 可 知 下 列 性 质 成 立 : 
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1” x 弱 收 敛 ( 弱 收 敛 ) 的 极限 是 唯一 的 . 
事实 上 , 设 一 >fo; 又 /一 >f'o, 则 对 一 切 xEX, 有 fo(zx) 


二 f',(z), 故 太一 fo. 对 于 弱 极 限 , 若 zx, 一 >zo, 又 zx 一 >x'0; 则 
对 一 切 fEX*, 有 f(zo)= 二 f(zx'o). 如 果 zo 关 xo, 则 据 Hahn- 
Banach 定理 ,存在 fEX' ,使 f==1,f(zxo 一 x'o)== xo 一 zo 
天 0， 玫 导 ， 故 Xo 二 0* 

2” XX“ 中 强 收敛 ( 即 依 X* 中 的 范 数 收敛 ) 蕴 含 * 弱 收 敛 (X 
中 强 收 敛 蕴含 中 弱 收 敛 ). 反之 , 则 不 然 . : 

这 一 结论 证 明 比 较 简 单 , 读 者 自己 写 出 . 反之 ,我 们 举 两 个 反 
例 来 说 明 . 

例 9 设 和 一 靖 ,X 一 12eE1e 一 (0 0,1;0,…)》 (n=1, 

n 位 
3,…). 任 取 JEX ,存在 7= 《V7 p77,，,"…) EL ,使 
f(z) = Dé (z= (6) € 2), 

于 是 f(e,)=>0 (n>o0), 所 以 e, 一 >0, 但 |e, 有 =1,n 二 1,2， 
3,…, 克 {ee,) 不 强 收 敛 于 0. 

例 10 设 X 一 ZL0,2r], 作 ff,.€EX* (n=1,2,3,…) 如 下 : 


广 (z) = | zsinmrdt， zt) E 工 0,2r | 
则 六 二 -0, 但 { 户 ) 不 强 收敛 于 0. 
证 ”由 本 意 §$2.2 可 知 上 | 一 ,max_ |sinnt | 二 1, 所 以 {了 ) 
不 强 收敛 于 0. 今 证 />0(n>o00). 当 zQ)EC[0,2x] 时 ， 
广 (z) = | X(t)sinntdt — 0 (2 —> co)， 


再 利用 | 万 | =1 和 CL0,2wj 在 LL0,2xj] 中 稠密 ,立即 得 对 一 切 


Xt) ELLO,27r|, 
f(r) —> 0 (n— oo0). 
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3” 设 久 为 Banach 空间 , {(f.} CX',f, 一 >f,EX", 则 
(| FI) 有 界 ( 对 于 弱 收 倒 , 若 X 为 赋 范 线性 空间 , {zz} CX, xz 


一 >~zoEX, 则 { | ,| ) 有 界 ). 
证 ”如果 记 X* 一 儿 (X,KK), 将 f, 看 作 关 >K 的 算 子 序列 ， 


则 太一 ~f, 等 价 于 多 (XX,KK) 中 算 子 列 {f,} 强 收 伍 于 广 , 由 共鸣 
定理 立即 知 { 上 1) 有 界 . 又 设 呈 中 zz, 一 >zo, 将 zx, 看 作 写 * 


中 的 元 素 , 则 z, 一 >zo 可 看 作 了 X* 上 的 有 界线 性 泛 函 序列 {x,) * 
弱 收 敛 于 zo,X' 完 备 , 故 {上 zx) 有 界 . 
类 似 于 定理 3. 8 我 们 有 下 面 的 结论 . 
定理 3.10 设 久 是 赋 范 线性 空间 ,{f,)}CX* ,如 果 满 足 条 件 
(1) {上 是} 有 界 ， 
(2) 存在 XX 的 一 个 稠密 子 集 C, 使 对 一 切 zEG, {f(z)) 收 


敏 , 则 存在 EX' ,使 户 -和 > 矿 
定理 3.11 设 X 是 可 分 的 赋 范 线性 空间 ,(f,}CX* ,如 果 存 
在 天 >>0, 使 上 让 志 K (x 一 1,2,3,…), 则 必 存 在 子 序列 {f,}* 愤 
收敛 . 
证 设 (zi 是 式 中 的 可 数 笛子 集 . 因为 儿 态 儿科 天 ,， 则 
{ 态 (zi))} 是 有 界 数列 , 必 存 在 子 序列 {A") 使 1 (zi)) 收 化 , 同 
理 可 从 {.A) 中 取出 子 序列 {A2》 使 (及 zs)) 收 伍 ,依次 类 推 , 可 
得 
1 ， £1 ， 大 ， 
大 2 ， 2 ， 2 ， 
oa se (3. 14) 


(n) (n) {n) 
1 9 2 9 3 多 


其 中 每 一 个 序列 是 前 一 个 序列 的 子 序列 , 且 对 每 个 &E N， 
(4 (x,) ,fH Cr) ，…。 ,Fo (zy 
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收 合 ， 取 (3.14) 对 角 线 上 的 泛 肾 组 成 的 序列 
ff,-.. ,Fe ， ee 
则 对 一 切 自然 数 名， 有 {fCzr)}) 收 化 . 由 于 (oo | ) 有 界 , {xz} 


是 X 的 稠密 子 集 , 则 据 定 理 3.10, 存 在 AEX” ,使 了" >>/. 

读者 还 可 以 证 明 下 面 的 结论 . 

定理 3.12 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,{z.)CX,zEX, 则 z 
一 >z 的 充 要 条 件 是 下 面 两 个 条 件 成 立 : 

(1) {zx} 有 界 ， 

例 11 C[a, 纪 中 的 点 列 {(z。} 弱 收 伍 于 zoECLa,b] 的 充 要 条 
件 是 : 

(1) {zsGt))} 处 处 收 伍 于 zoGt)， 

(2) { | z。| 为 有 界 数 列 . 

证 ”必要 性 ; 条 件 (2) 显 然 成 立 , 对 于 (1), 任 取 to€fa,65j, 作 
六 EC ” [a,bj 如 下 : 

folz) = zt) (z(t) € Cla,b)). 
因为 z, 一 zo, 所 以 
X(to) > Tolto) (n — co ) 
充分 性 : 设 JEC” [a ,bj , 则 存在 v(t) EBVLa,5j, 使 
f(x) = | zcodoa@ czdy ECfasbD). (3.15) 
因为 zxGD)RS 可 积 , 必 LS 可 积 , 且 积分 值 相等 (参阅 文章 [6] 第 四 
章 ). 现 设 {(z,())} 满 足 条 件 (1),(2), 由 LS 积分 的 勤 贝 格 控制 收 
伍 定 理 ,得 
lim | z (1)dv(t) = | zeadvt) ， 


即 
f(x) > f(x0) (nn — co)， 
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故 zx, 一 >zo. 
利用 例 11 的 结果 ,可 以 在 C[a,5j 中 作出 一 个 弱 收 敛 但 不 强 
收敛 的 点 列 . 为 简单 起 见 , 设 [a,5j= 二 [0,1j, 令 


zt) 一 开 (2 一 1 2 3，…)， 


显然 {zx.()) 处 处 收敛 于 0. 利用 初等 数学 的 方法 或 数学 分 析 中 求 
最 大 值 的 方法 ,可 以 证 明 


| Xn | 一 于 (n 一 1, 2,3，…)， 


故 z, -一 >0, 但 {z} 不 强 收敛 于 0. 

例 11 还 告诉 我 们 ,对 于 一 致 有 界 函 数 序列 来 说 ,处 处 收敛 等 
价 于 弱 收 敛 . 

弱 收 和 敛 是 抽象 分 析 中 的 一 个 重要 概念 ,本 质 上 讲 弱 收敛 对 无 
穷 维 空间 才 有 意义 ,因为 我 们 可 以 证 明 对 任意 的 有 限 维 空间 ,点 列 
的 弱 收 伍 与 强 收敛 是 等 价 的 ， 

本 节 最 后 我 们 再 举 几 个 例子 说 明 在 Banach 道 算 子 定理 和 共 
鸣 定 理 中 ,空间 完备 性 条 件 是 不 可 少 的 . 

例 12 设 和 ={(6):(6) 为 实数 列 , 只 有 有 限 个 名 天 0},zE 
X, 规 定 上 zx 中 二 sup1 人 .|, 则 X 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 作 六 到 X 的 


一 个 线性 算 子 1 
y=Tz= 1 (z = (&,) € X). 


试 证 明代 是 和 到 X 上 的 一 对 一 有 界线 性 算 子 ,但 T- 无界， 

证 人 是 有 界线 性 算 子 显然 , 且 Tz=0, 必 有 zz=0, 故 了 是 一 
对 一 的 . 任 取 y= 一 (7)EX, 令 二 x7.)EX, 则 必 有 

了 7 一 
故 了 是 XX 一 X 上 的 一 对 一 有 界线 性 算 子 ,Ty== (ys) (yy 一 (7 ) 
EX). 令 
e, 一 (0,…0,1,0，) EX (n= 1,2,3,.). 
9 
2 位 
了 854 


因为 | Trie, | 王 2 一 co, 所 以 了 -无界 . 
我 们 容易 证 明 X 不 完备 ,事实 上 , 取 X 中 元 素 序 列 


之 nm 一 Ce (nn 一 1,2,3，…)， 
n ， 


则 过 一 z 一 (1 广元) 但 二 一 (元 ) 世 ,故居 不 完 
备 . 

例 13 成 同 例 12,z 一 (6)EX, 令 

f(x) =né, (n= 1,2,3,.), 

则 EX"*, 且 sup|fn(zx)|=sup|n$,|<o0 (xEX), 但 fl 一 
一 co, 从 而 说 明 共 鸣 定 理 中 条 件 XX 的 完备 性 不 可 少 . 

例 14 设 X 为 多 项 全 体 组 成 的 空间 .xEX, 令 

iz = maxla,|, 

其 中 ea，…oa 是 n 次 多 项 式 z(1) 的 系数 . 试 证 明和 不 完备 . 

证 ”我们 构造 一 个 有 界线 性 算 子 序列 {T,}) ,使 

sup 17T,.z| =< (x € X), 


sup | Tl 三 ee 
z(t)EX, 用 N(z) 表 示 多 项 式 z(1) 的 次 数 , 并 记 

z(t) = at (> Nz)WH,0; = 0). 
令 工 ,= 二 J,EX* 如 下 : 

fa C7) 一 co 十 ai 十 … 十 al (ZT E€ X)， 
5 线性 显然 ,因为 laj| 达 上 z ,所 以 1fCz)| 寺 nn* zx ,| ,| 
之 n. 对 每 一 个 EX,zG) 的 系数 有 (NGCz) 十 1) 个 , 则 

[fC2) | RNG) 十 1)maxloil. 
故 
sup| 广 (z) | 二 十 co. 


但 可 以 证 明王 x 一 20. 事实 上 , 取 
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Z(t) 一 1 十 上 十 纪 十 … 十 加 
则 上 z==1,f(z)==n= 二 n， 上 zj, 故 上 ff 上 =n 一 尼 , 于 是 据 共 
鸣 定 理 我 们 可 得 式 不 完备 . 


$ 4” 全 连续 算 子 及 其 初等 性 质 


全 连续 算 子 在 应 用 上 是 很 重要 的 一 类 算 子 , 它 在 积分 方程 和 
各 种 数学 物理 问题 中 起 着 重要 的 作用 , 它 的 性 质 非常 类 似 有 限 维 
空间 上 的 线性 算 子 的 那些 性 质 . 由 于 篇 幅 的 限制 本 书 不 去 讨论 全 
连续 线性 算 子 的 谱 理 论 (Riesz-Schauder 理论 ) ,我 们 在 这 里 仅 介 
绍 赋 范 线性 空间 上 全 连续 算 子 的 定义 和 初等 性 质 . 

定义 4.1 (全 连续 算 子 ) 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 , 荆 是 X 
到 了 中 的 线性 算 子 ,如 果 工 将 XX 中 的 任 一 有 界 集 映 成 Y 中 的 列 
紧 集 , 则 称 了 为 全 连续 算 子 或 紧 线性 算 子 . 

定理 4.1 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 , 则 

(1) 车 工 是 外 到 Y 的 全 连续 算 子 , 则 了 必 连 续 ， 

(2) 如 果 dimX=co , 恒 同 算 子 7:X-~X 不 是 全 连续 的 

证 〈1) 设 了 全 连续 , 则 卫 将 和 中 的 任 一 有 界 集 映 威 Y 中 的 
列 紧 集 , 列 紧 集 必 有 界 , 故 了 连续 . 

(2) 取 单 位 球 S= {xzEX; | zj =1), 因 为 dimX=co, 则 5 
不 是 列 紧 集 从 而 了 不 是 全 连续 的 . 

定理 4.2 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T:X 一 Y 是 线性 算 子 ， 
则 

(1) 如 果 TE 儿 (X,Y), 且 dim 统 (T) 二 避 , 则 了 全 连续 ， 

(2) 如 果 dimX<co , 则 了 全 连续 ， 

证 (1) 因为 TT 有 界 , 且 dim 统 (T) 二 0o,; 则 工 将 的 任 一 有 
界 集 4 映 成 有 穷 维 空间 中 的 有 界 集 了 TCA),T(A) 必 列 紧 , 所 以 工 
全 连续 . 

(2) 设 dimX<ece, 则 宛 (7T) 必 为 了 中 的 有 穷 维 空间 , 故 了 必 
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有 界 , 再 由 (1) 立 即 知 了 全 连续 . 

今后 我 们 称 dimS 窑 (7 <ce 的 有 界线 性 算 子 为 有 穷 秩 算 子 ,由 
定理 4.2, 有 穷 秩 算 子 必 全 连续 . 

定理 4.3 设 久 ,YY,Z 都 是 赋 范 线性 空间 ,TE 客 (X,Y),SE 
多 (Y,Z), 如 果 工 ,S 中 有 一 个 是 全 连续 算 子 , 则 ST 是 全 连续 算 
子 . 

证 不 妨 设 5 为 全 连续 算 子 . 任 取 和 中 一 有 界 集 4, 则 
T(4) 是 Y 中 的 有 界 集 ,从 而 STC(A) 是 Z 的 列 紧 集 , 故 ST 全 连 
续 . 

推论 。 设 赋 范 线性 空间 X,Y 中 有 一 个 是 无 穷 维 的 ,TE€ 
多 (X,Y7) 全 连续 , 则 工 不 可 能 有 定义 在 Y 上 的 有 界 逆 算 子 . 

证 ”不妨 设 dimX=co ,如果 了 有 有 界 首 算 子 T 1€ 多 (Y， 
X), 则 7=T 7 全 连续 ,这 与 定理 4.1 结论 (2) 矛 盾 , 故 工 不 可 
能 有 定义 在 YY 上 的 有 界 道 算 子 .、 

定理 4.4 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,Y 是 Banach 空间 , {7,) 是 
XX 到 了 的 全 连续 算 子 列 . 如 果 【也 一 研一 0 (一 co), 则 了 也 是 
全 连续 算 子 . : 

证 设 MCX 是 任 一 有 界 集 , 则 对 每 个 n,T,(M) 是 Y 中 的 列 
紧 集 . 由 于 上 7, 一 TT 一 0 (2 一 co), 故 对 任 给 的 se 六 0, 存 在 自然 
数 no ,使 

| T,T— Tz | < es， 
对 一 切 EM 成 立 , 即 了 ,CM) 是 TCM) 的 一 个 列 紧 e 网 . 因为 了 
完备 , 则 TCM) 列 紧 , 从 而 工 是 全 连续 算 子 . 
例 1 设 X=Y=2,T;X 一 XX 定义 如 下 : 


y=Tz=| 学 ,z= (§:) € 1, 


则 了 是 全 连续 的 . 
证 了 工 是 /一 /中 的 有 界线 性 算 子 显然 , 令 T :7 一 靖 如下: 
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Tx -一 BE 


则 每 个 了 , 为 有 穷 秩 算 子 , 且 


_ :Sl 1 
| CT 双人 | 本 >》 二 | 和 < 页 十 17 © zz?， 


ae (n= 1,2,3,.*),， 


所 以 
1T,— TI|>0 > %). 


7 全 连续 . 
例 2 设 K( ,5) 在 atb ,Aasb 上 连续 9 
(Tx) (0) = | KGspzG)ds， z(s) € Cfa,b], 


则 了 是 CLe, 纪 ->CLa,o 的 全 连续 算 子 . 
证 任 取 MCC[a,65j],MM 为 有 界 集 , 设 
Izl| Kk (YVzEA)， 
我 们 证 明 TCM) 为 CLa,5j 中 的 列 紧 集 , 即 证 明了 CM) 有 界 且 等 度 
连续 . 因为 工 有 界 , 故 TCM) 有 界 显然 . 任 取 x(t)EM， 


[Tzx(#1) 一 TzG)1< | IK(#,s) — K(tsss)| * xls)|ds 


p 
< x| 天才 — Ks,s) 1ds. 


由 条 件 , 玉 (ts 在 矩形 域 [a, 纪 xf[a, 纪 上 一 致 连续 , 故 对 任 给 的 * 
盖 0, 存 在 09>0, 使 得 当 ti ,ts ELa ,bj」]， | 五 一 如 [< 时 ,有 
KG) — KO) < RE VsE [a,b)). 
ITzx0) — Tz(t;)| = 

即 CM) 等 度 连续 , 故 了 T 是 全 连续 的 . 

定理 4.5 设 了 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T 是 XX 一 Y 中 的 全 连续 
算 子 , 则 人 将 和 中 弱 收 和 敛 点 列 映 成 了 中 的 强 收 伍 点 列 ，. 

证 首先 证 明 若 zx, 一 =zo, 则 Tz, 一 >Tzxo( 在 了 中 ). 事实 
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上 , 任 取 gE€EY’* ,我 们 令 : 
fr) = g(Tr) (z € X), 
则 fEX* ,因为 xz; 一 >zo;y 所 以 f(x) 一 f(zo) (wm 一 oo0), 即 
g(Tz) > g(TXo) (VgEY'’), 
故 Tx, 一 >Tzo. 下 面 证 明 Tx,>Tzo. 设 不 然 , 则 存在 so>0 以 及 
子 序列 {zx} ,使 
17z — Tzoll > eo (4. 1) 
因为 {z,} 弱 收敛 , 故 { 上 |z, 上 } 有 界 ,又 因为 了 全 连续 , 故 {Tz ) 中 必 可 
取 示 一 强 收敛 子 序 列 , 不 妨 设 Tz, 一 y。, 在 (4. 1) 式 中 令 &->co ,得 
| yo 一 了 zol 之 (4. 2) 
但 强 收敛 必 弱 收敛 , 则 由 弱 极 限 的 唯一 性 ,得 
To = yo, 
这 与 (4. 2) 式 矛盾 , 故 Tx, 一 Txo. 
定理 4.6 设 X,7 是 赋 范 线性 空间 ,TE 写 (X,7),T 全 连 
续 , 则 工 的 值 域 弦 (T) 是 可 分 的 . 
证 令 3,= 一 (zEX: xz 过 n},M, 二 TS,, 则 
X=U5S.,RT) = UM. 
由 于 每 个 S$, 有 界 , 则 每 个 M, 列 紧 , 从 而 可 分 ,于 是 存在 可 数 笛 子 集 
D,. 令 D 一 UD, , 易 知 刀 是 冤 (7) 的 可 数 稠 子 集 , 故 灾 (T) 可 分 ， 
“定理 4.7 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,TE 多 (X,Y),T 全 连 
续 , 则 了 ”也 全 连续 . 
为 了 证 明定 理 4.7, 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 设 和 是 赋 范 线性 空间 ,4CX 列 紧 ,， {f,) CX'， 
中 不) 有 界 ,foEX* ,如果 对 每 个 zEA,f(rz) 一 fulr) (n> 
co), 则 { 广 ) 在 4 上 一 致 收敛 于 ff. 
证 因为 4 列 紧 , 则 对 任 给 的 e 汪 0,4 有 有 窃 e 网 {zj ,x;，,…， 
zs) 性 A. 由 引 理 条 件 ,存在 自然 数 ,使 得 za>N 时 ,对 j==1， 
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2,……,&, 有 
| 六 (zi — folz))| < es (4. 3) 
任 取 zE4, 必 存在 zx; (1 二 jo<k) ,使 z 
|z— zl| <e. 
故 当 ”>>N 时 ， 
[fix) — fo NE |falz) — falzi) | fbri) — folr;)| 
z + |folz;) — folz)| 
< 上 fl :lz zl++e 
+ fol :zoz ll 
(K+ | fol + 1)e, 
其 中 二 sup 上 如 目 , 故 {f} 在 A 上 一 致 收敛 于 大. 
定理 4.7 的 证 明 任 取 {f,}CY',{ 上 f 1} 有 界 , 我 们 要 证 


明 (T"f,} 存 在 收敛 子 序列 ,下 面 分 两 步 来 进行 . 
(1) 因为 了 全 连续 , 则 家 (7T) 可 分 ,将 户 看 作 灾 (T) 上 的 有 


界线 性 泛 函 ,由 本 章 §3 定理 3. 11 ,在 胸 (T) 中 存在 凡 汪 > 广 E 
统 (T)" .fo 定义 在 如 (T) 上 ,利用 Hahn-Banach 延 拓 定理 ,将 f。 
保 范 延 拓 到 Y 上 , 仍 记 为 f, 即 f€Y*. 
(2) 证 明基 * /一 T' fo( 在 X' 中 收敛 ), 从 而 T' 全 连续 . 
取 X 中 闭 球 S, = {zx € X:| 上 zl 三 1}, 由 于 了 全 连续 , 则 


T(S,) 是 了 中 的 列 紧 集 . 又 因为 在 弦 (T)" 中 />f,, 则 ,在 
T(S,) 上 处 处 收敛 于 fo, 据 引 理 ,在 TC3,) 上 一 致 收敛 于 f。. 因 
此 ,对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 自然 数 N ,使 得 当 &>N 时 ,对 一 切 zE 5 
成 立 

|f, (Tz) — folTx)| < 


即 
ICz) — Tf)| <e (>N,YzES). 


390 


改 
1 太一 人 和 ee (>N). 
这 就 证 明了 (7 万》 在 瑟 " 中 收敛 于 7 fo, 故 了“ 全 连续 . 


$ 5 Hilbert 空间 上 的 线性 泛 函 和 线性 算 子 


5.1 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 
设 互 是 一 个 Hilbert 空间 , 任 取 xE 巨 , 则 可 作 五 上 的 证 范 


f(z) = (rx,u) (ZE 万). (5. 1) 
易 知 f, 是 电 上 的 有 界线 性 泛 肖 , 且 中 上 志 上 wu 上. 另 一 方面 , 因 
为 w 关 0 时 ， : 
fi :ul 2 f= (ww) = Null’ 
Lf.| 大 zl， 


故 可 得 上 有 = 中 wi 中. 由 此 可 知 ,对 任 一 wE€ 矿 , (5.1) 式 定义 了 
Hilbert 空间 且 上 的 一 个 有 界线 性 泛 沙 f, 且 上 == 上 xl. 下 
面 将 证 明 妃 上 任 一 有 界线 性 泛 梢 必 具 有 (5.1) 形 式 . 
定理 $.1 (Riesz 表现 定理 ) 设 玉 是 Hilbert 空间 ,ff 是 五 
上 的 有 界线 性 泛 旺 , 则 必 有 了 唯一 的 wu€E 瑟 ,使 
f(r) = (ZU)， (5. 2) 
且 上 fl= wl. 
证 若 f=0, 则 取 w 二 0 即 可 . 设 f 关 0, 令 
L= {rE€ HH:f(r) = 0), 
则 工 是 五 的 真 闭 子 空间 . 由 直 交 分 解 定理 可 知 , 存 在 % 天 0, 使 
yo 上 上 工 , 从 而 yoEL, 可 设 f(yo) 二 1. 任 取 xE 恕 , 则 
f(z — f(x)y0) = f(z) — fr)f yo) 一 0， 
故 
Tz— f(x)y, EL. 
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《2z 一 jz)yoyyo) 一 0， 


f(z) | .yo | ? = (XT, Yo0). 
~ 一 | 一 一 好 可 得 
f(r) = (ru) (Vr EH). 
由 上 式 定 义 的 有 界线 性 泛 孙 ,我们 已 证 明 f= w |, 故 只 需 
证 明 x 的 唯一 性 . 设 男 有 w ,使 
f(x)= (x,u') (Vr EH), 


则 
(zz,u—w)=0(lYVzr EH), 
吉 ww 一 w' = 二 0, 即 x 一 2 
由 Riesz 表示 定理 ,可 作 映 射 T:H>H* 上 : 
Tw 二 fs 其 中 f(x) = (zz)， 
因为 
太 Cz) = (ZU 十 D) = (Cu) 十 (zu) = (fs fo) 2), 
所 以 
TQ tv) = Tu 十 Tv， (5. 3) 
即 是 可 加 的 . 另 一 方面 ,aeE 天 时 ,因为 
太 (z) = (x,au) = a(ru) = af,l7). 
所 以 
T(au) = aTw. (5. 4) 
即 了 TT 具 有 共 罗 齐 性 . 我 们 称 满足 (5. 3), (5. 4) 的 映射 了 为 共 思 线 
性 (或 反 线性 ) 上 映射 . 定理 5.1 还 证 明了 | 上 = 二 上 wj , 故 上 77, | 
二 zj , 荆 是 五 瑟 * 上 的 一 对 一 的 共 罗 线性 等 距 映 射 ,也 称 五 
和 矿 * 是 等 距 同 构 的 . 我 们 仍 将 万 与 x 视 为 同一 ,从 而 瓦 与 五 ” 
可 视 为 同一 ,并 称 矿 为 自 共 罗 空 间 . 


5. 2 ” 共 罗 算 子 及 其 简单 性 质 


在 Banach 空间 中 , 设 TE 镶 (X,Y), 则 T* ECY*, 有 了"), 且 对 
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任 一 fAEY* 和 xEX, 有 
T* f(x) = f(T2x), 《5. 5) 

7 称 为 了 的 共 斩 算 子 . 

对 于 Hilbert 空间 妃 , 可 以 不 通过 它 的 共 斩 空 间 直 接 定 义 共 
统 算 子 . 

取 定 yEHRH, 令 

f(r) = (Tr,y) (Vz € HH), 

则 了 是 五 上 的 有 界线 性 泛 函 ,由 Riesz 表示 定理 ,存在 唯一 的 xE 


娓 ,使 
fx) = (Tr,y) = (zz). (5. 6) 


作 有 映射 T' ;五 一 卫 如 下 : 
T'y=z (y€ HH), (5.7) 
则 
(Tx,y) = (rT'y) (VY x,y € H). (5. 8) 


定义 5.1 (Hilbert 共 思 算 子 ) 设 五 为 HRilbert 空间 ,TE€ 
多 ( 吾 ), 则 称 由 (5.7) 定 义 的 算 子 区 为 的 (Hilbert) 共 思 算 子 . 
定理 $5.2 设 玉 是 Hilbert 空间 ,TE 多 ( 吾 ), 则 TE%(H)， 
且 
[TH = TH. 
证 ”因为 对 一 切 z,yE 五 ,有 
(7 zy) = (zx,T'y). 
设 yaE 已 ,ca,6E 开 , 则 对 一 切 zE 妃 ,有 
(ZTCay Py))= (Tr,ay 十 By;) 
= aTZz, yi) + BOTZ, ys) 
= a(z,T yi) + Blr,T' ys) 
一 (Za yi BT y2). 


T'(ayi 十 BY) = aT' yi PT yy, 
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即 厂 是 互 上 的 线性 算 子 . 又 因为 
Ty = lz = sup les TH: yl, 

则 TE 多 (CH), 上 7T' 志 上 7TH. 另 一 方面 , 取 y= 二 Tx, 由 (5.8) 可 
得 : 
|7Tzi ?a zl TTTz| zl| :TI .Tzl, 

所 以 上 TH 和 虽 TH , 故 必 TD 十 T. : 
如 果 将 五 看 作 Banach 空间 ,我 们 可 按 (5. 5) 式 来 定义 共 思 算 
子玉 GE 瑟 (万 ). 下 面 我 们 将 给 出 T'E 多 ( 右 ) 和 TT* EB(H'*) 
的 关系 . 
任 取 yE 五 ,有 广 E 互 "与 之 对 应 ,其 中 广 (z) 一 (zy). 设 了 ” 
怎 有 瑟 (五 ), 则 7 访 E 互 ”. 按 定 理 5.1, 存 在 唯一 的 xE 瑟 ,使 


T*f,= f.. 
故 由 了 "导出 了 一 个 从 互 -> 万 的 算 子 7 了 * .7T*y= xz. 
任 取 zE 互 ,我 们 有 
(zr,T*y) = (rz2) = f(x) = (Tf,) (7) 
= f,(Tz) = (Tx,y). (5. 9) 


比较 (5.8) 和 (5. 9) ,得 
(zs,T'y) = (zx,T*y) (Vz,y€ HH) (5. 10) 
故 (Hilbert) 共 斩 算 子 T' 实 质 上 就 是 7T* EB(H') 在 及 上 的 导出 
算 子 他 . 今后 ,我 们 仍 记 T' 为 T* ,并 仍 称 它 为 了 的 共 簿 算 子 ,于 
是 
(Trx,y) 一 (zy Ty), 
这 里 7 是 五 > 五 的 算 子 . 
例 1 考察 维 复 欧 几 里 得 空间 C” 中 ,由 方 阵 
A= (g) (i,j = 1,2,3,." ,7), 
定义 的 算 子 了 
T= (ti ,én 一 了 一 一 (人 8 

其 中 
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é!, 一 > aié, (z 一 1,2,* ,7). 
j=1 


求 工 *. 
解 设 e; 一 (0,…，0,1,0，…，0) 和 一 1，2，…， 开 。 则 易 知 
一 一 一 全 一 一 一 
i 位 
ou = (Tejyei). 
现 设 T*<e (a? ), 则 


a = (T'’ej,ei) 一 (e;, Te) 
— (Te,,e)) = ai 
故 C" 中 7T'* 是 由 (a;;) 的 苍 转 置 方 阵 (a;) 所 定义 。 
例 2 设 玉 ( 人 5) 是 定义 在 ea 生 : 委 0952 委 * 委 9 上 的 平方 可 积 函 
数 , 由 下 (i,s) 定 义 了 从 L?[a,5] 到 L?[a,6bj 的 有 界线 性 算 于 了 


TxX(t) = | KesozGods， 
求 工 *， 
解 任 取 X(t),y()EL?[a,5j, 则 有 
(rz,T*y)= (Tx,y) = | [| Kr)ds] y(t)dz 


; 一 5 一 
一 | Xx(s) [| K(t,s)y(t)di jds 


5 TR 
一 |z@) [| KGs,t)y(s)ds |dz， 


故 
T* y(t) = | K(s,t)y(s)ds. 


即 了 "是 以 KK* (ts) 一 并 (Cs 为 核 的 积分 算 子 ， 
定理 5. 3 ( 共 罗 算 子 的 性 质 ) 设 玉 是 Hilbert 空间 ,三 7， 
T,€E 多 (如 ) ,a,P 为 数 , 则 
(1) (T*)* =T, 
(2) (aT)* =aTy* , (Ti+Ts) "=Ti+1:,， 
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(3) (T1172) 一 2777T7， 
(4) 7T* ?= TTI?= 7T*TI,， 
(5) 如 果 T71EB(H), 则 T* E€E 多 (H), 且 
T* = (7T™)"*. 
证 (1) 对 任何 x,yE 石 ,有 
(Tx,y) = (rx,T*y), 
(Ty,7) = (y, TY), 
由 (7 入 的 定义 ,立即 知 (T 六 三 了 
(2) 对 任意 的 zy,yEG 互 ,有 
((a7T )zyy) 一 a(Tizyy) = alr, TrYy) 一 (zya7 y), 
所 以 (aT1)* 二 aT?. 同 理 可 证 
(Ti 二 7)*=77 +1z, 
(3) 对 任何 zy,yE 五 ,有 
(7yy) 一 (zy 17 = (x,T?1?y), 
所 以 CT1T2)* = 二 7T2 TI. 
(4) 在 定理 5. 2 中 已 证 明 上 7T* | 中 == 上 7 , 现 证 上 7*7T|= 
1 六 1 事实 上 ,首先 有 7T*T 志 上 7T* ,TH= 上 TH, 男 
一 方面 ,对 任何 zEH, | zj 三 1， z 
: | Tz| ?= CTzr,Tz) = (T*Tz,7x) TT*TI. 
所 以 上 1TH 和 上 7T*T], 这 就 证 明了 1 7* = 二 171 = 
|7T*T. 
(5) 注意 到 对 任何 z,yE 鼠 ,有 
(zx, TT y= (Tirx,T*y) 
= (TT zx,y) = (zr,y), 
以 及 
(z,T* (TT) y= (Tzr, (TT) "yy) 
= (T° Tr,y) = (rx,y), 
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故 (T7)*T*=T*(T7)*=1,(T*) =(T )" €%(H). 
5.3 有 界 自 伴 算 子 , 正 算 子 和 投影 算 子 


设 妃 为 Hilbert 空间 ,TE 多 ( 玉 ), 我 们 已 经 知道 T"€E 多 
(五 ) ,于 是 可 以 将 了 与 T* 进行 种 种 比较 ,例如 考察 它们 是 否 相 
同 ,是 否 可 换 等 . 本 段 将 简单 地 介绍 在 应 用 上 极为 重要 的 自 伴 算 
子 , 正 算 子 和 投影 算 子 . 

定义 5.2 设 五 为 Hilbert 空间 ,TE 光 ( 恕 ), 如 果 了 T= 了 T*， 
则 称 了 为 自 伴 算 子 . 

由 定义 5.2 立即 可 得 自 伴 算 子 有 下 列 性 质 ， 

1” 工 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 zx,y€E 互 ,有 

(Tz,y) = (zx,Ty). (5. 11) 
我 们 称 满足 (5. 11) 的 有 界线 性 算 子 7 了 为 对 称 算 子 . 因此 ,对 定义 
在 及 上 的 有 界线 性 算 子 来 说 , 自 伴 性 等 价 于 对 称 性 . 
”2 设 互 为 复 的 Hilbert 空间 , 则 了 自 伴 的 充 要 条 件 是 对 任 
何 过 GE 五,(7Tzz) 为 实数 . 
证 设 了 自 伴 , 则 对 任何 xE 瑟 ,有 
(Tr,7x) = (r,T7r) = (777)， 
故 (Tz,z) 为 实数 . 反之 ,如 果 对 任何 xzE 五 , (Tz,z) 为 实数 , 则 
(Tz,7X) = (zr,TZz) 一 (ToT)， 
从 而 
((T* 一 7)zyzZ) 一 0 (VYz EH). (5. 12) 
令 A 二 T* 一 了 T 了 ,利用 等 式 
(Ax,y)= FLACz 十 y)yTX 十 y) 一 (A(x CO— y),X— yy) 
tilAl(zt+iy) ,T+iy) — i(Alr — iy) ,7 — iy)), 
则 可 得 
(Azr,y)=0 (Vz,y € HH). 
取 y= 二 Azx, 就 得 Ax 二 0 (VYV z6E 万 ). 故 T=T*, 即 工 是 自 伴 算 子 . 
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在 5. 2 段 所 讨论 的 两 个 例子 中 ,如 果 在 例 1 中 ,有 
Q;; 一 CC — 1,2,.,7). 
则 由 (ey) 定义 的 算 子 工 是 自 伴 的 . 如 果 在 例 2 中， 
K(t,s) = K(s,t), 
则 以 玉 (z,s) 为 核 的 积分 算 子 也 是 自 伴 的 
例 3 在 复 的 L?[0,1] 中 考察 乘法 算 子 : 
TzXG)=itr0) (rxG) € LL:[0,1]). 
显然 工 是 L?[0,1]->L?[0,1] 的 有 界线 性 算 子 ,由 于 


(Tz,z) = | za J2dz 
0 


为 实数 , 故 工 自 伴 ， 
例 4 设 五 =( 复 ) 三 (一 c2 十 ceo),z( 人 为 (一 co 十 co) 上 的 
实 有 界 勒 贝 格 可 测 函 数 , 乘 z(z) 的 算 子 为 
Tt 一 TEL 一 co 十 ceo)， 
则 全 是 鼠 上 的 有 界 自 伴 算 子 , 且 1 站 = 站 zl, 其 中 | | 
表示 z(G) 在 L” (一 co ,十 ceo) 中 的 范 数 . 
事实 上 ,由 于 zGD)EL”( 一 co ,十 ceo), 则 


T= lw hae lzlz 人 ol 


故 了 有 界 , 且 Ti 过 xz. 男 一 方面 ,对 任何 e 字 0, 令 

E,= (ti:r(t)> zl, Cm el,E = {tr0) <— | zl + e), 
则 mCE4) 和 mCE-) 中 至 少 有 一 个 大 于 0, 例如 mCE;)==6>0, 在 
L? (一 00, 十 co) 上 取 函 数 


/ 、 
ft) = NE YtE E+, 
0， 当 1: EE 时 . 
显然 | fs | 二 1, 但 
Tf = lz hh zl — 
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故 
iT |z|。—e. 
令 e 一 0, 就 得 到 
[TI 宕 || zl。~. 
从 而 上 T= zx | 。. 
因为 对 任何 /ElL? (一 ce, 十 co), 有 


(Tf,f) = | ~ zf ld 


是 实数 ,故人 是 自 伴 算 子 ， 
定理 5.5 设 玉 为 Hilbert 空间 ,TE 多 (H), 记 NC(T)= {zx 
€H:Tzr=0}),%(T)=={Tz:zE 蝇 ), 则 有 
NT) = RT NT') = RT). (5. 13) 
特别 地 ,如 果 工 自 伴 , 则 
NT) = RIT)t, H = NT ART). 
证 因为 对 任意 的 x,yE 吾 ,有 (Tx,y)= 二 《zx，,T*y), 则 对 任 
一 XE€.7WV(T), 有 
(rz,T*y) = (Tr,y)=0 (Vy E€H), 
故 信 (T)C 统 (T*)+. 反之 ,zE 农 (人 TT) 时 ,对 任何 yE 刀 ,有 
(ZL yy) 一 0， 
即 (Tz,y)= 王 0, 取 y=7Tz, 即 得 7Tz 一 0, 故 ZE-Y (CT )， 这 就 证 明了 
等 式 
NT) = RT')+. 
用 工 : 代 工 ,注意 到 (7T*)*==T, 从 上 式 立 即 得 
NT') = RIT). 
定理 5.6 设 了 为 Hilbert 空间 上 的 有 界 自 伴 算 子 , 则 
ijTH = suP ， CTz,z)|. 


证 令 天 一 SUP， ree) | 由 于 


| (Tz,7z)| < 1TH " | zx | 2， 


所 以 
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K< TH. 


[I(Tz,r)| ERK. | zl7. 


任 取 4 汪 0,x 关 0 时 , 令 y 一 Mzyz 一 元 Tz. 因为 工 自 伴 , 易 证 
(Ty,z)= [Ty +e) yt 2) — (TOy — z),y — z)] 
<Fdy+zl’ + ly— zl’) 


=3Cyl?+ lzl’) 


K 
= 今 W 上 zx? 十 三 Tx). 
_ Tz) ji 
特别 取 一 -一 , 则 得 


17zl 和 会 C17zl :Izl + zl .ITzl) 

一 天 7zl， lzll， 

所 以 
17zl 委 天 .|zll， 

故 | 玫 下 委 天 ,这 样 就 证 明了 上 丰 7T | 三 天 . 

定义 5.3 设 玉 为 Hilbert 空间 ,TE 织 ( 右 ),T 目 伴 . 如 果 
对 一 切 xzE 玉 ,有 

(Tz,X) 之 0,， 

则 称 了 为 正 算 子 , 记 为 了 之 0. 

设 Ti,7T; 是 有 界 自 伴 算 子 ,; 如 果 工 一 T,; 宇 0, 则 称 7 之 了 :， 

显然 ,如 果 太 为 复 Hilbort 空间 ,TE 织 ( 玉 ), 且 对 一 切 z6E 
五, 有 (Tx,7x) 之 0, 则 必 有 了 T 宇 0. 

由 定义 5.3 可 以 得 到 下 列 简单 性 质 : 

1” 设 Ti,T, 自 伴 , 且 7 之 7T;, 则 对 任何 自 伴 算 子 TT 以 及 实 
数 c 宇 0, 有 
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了 十 7 之 了 十 Tc7) 之 CT ，， 

2” 设 7T 之 0, 则 对 任 一 自然 数 n,7”" 宇 0, 从 而 ,如 果 pz) 为 任 

一 非 负 实 系数 多 项 式 , 则 p(T) 宇 0. 
”我 们 证 明 性 质 2". 车 为 偶数 ,n= 二 2k, 则 
(Tz,7x) = (Tx,T*r) 之 0， 
若 n 为 奇数 ,n 二 2k 十 1, 则 
(Tr,x) = (TTz), TD) 之 0. 
故 对 任 一 目 然 数 2 ,有 7 之 0， 

3” (广义 Schwartz 不 等 式 ) ” 设 T 之 0, 则 对 一 切 zyE 万 ， 

有 
| Tz,y) | (Tr,7r) Ty,y). (5. 14) 
证 令 芭 二 zx 十 4(Tz,y)y, 其 中 4 为 实数 , 则 
0 TLL) = (Tz ACTT YY 十 ACT y)y) 
= (Tzx,7x) 二 24| (Txr,y) | (Tr, y) [CTYy,y). 
上 式 右 端 是 4 的 二 次 三 项 式 , 故 
[rz Sr GTzZ)CT yy)， 

从 而 (5. 14) 成 立 . 

下 面 引入 单调 自 伴 算 子 序列 的 概念 : 设 {T,) 为 一 自 伴 算 子 序 
列 , 若 了 和 7 一 1,2,3,…), 则 称 (7T.} 是 单调 上 升 的 , 知 7 之 
TH 一 1,2,3，…)， 则 称 (7T.} 单 调 下 降 的 . 

分 析 中 单调 有 界 数列 必 有 极限 ,对 于 单调 自 伴 算 子 序列 有 下 

面 的 结论 . z 
定理 5.7 设 {T,) 为 一 致 有 界 的 单调 自 伴 算 子 列 , 则 存在 唯 
一 的 自 伴 算 子 工 ,使 
T, 7. 

证 不 妨 设 {7T,} 单 调 上 升 , 上 7 1 所 K (= 二 1,2,3,…). 任 取 

mnsy 设 nn 这 mm, 令 
mm 一 7 一 7 之 0， 
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则 
| 7 < 2K = a, 
0 委 (wzZZ) 委 azZ) (ZE HH). (5. 15) 
再 由 广义 的 施 瓦 效 不 等 式 ,对 任 一 zx€E 石 ,有 
| Tz | = | (Tz, Tar) | 
(TT T) (TI TT nT) 
< aTTt rT) Tr, Trt), 
故 
| Tz ?< a(Tmz, 7). (5. 16) 
由 于 对 每 个 zE 已 ,{(GTzz)) 是 单调 上 升 的 有 界 数列 , 故 必 收敛 ， 
于 是 当 mi,z->co 时 ,((7 一 TDzyz) 一 0, 由 (5.16) 即 得 
| CT 一 了 一 0(a72 一 co). 


因为 瓦 完 备 , 据 本 章 $ 3 定理 3.9, 存 在 唯一 的 TE 多 (如 ), 使 


T -至 。T， 


7 显然 是 自 伴 的 . 

任 一 非 负 实数 有 唯一 的 非 负 平方 根 , 这 也 是 早已 为 人 们 所 笋 
知 的 ,对 于 正 算 子 ,类 似 的 性 质 也 成 立 . 

定理 5.8 设 T 之 0, 则 存在 唯一 的 正 算 子 S, 使 ST, 称 S 
为 了 的 正平 方 根 , 记 为 TY, 而 且 TA 是 了 的 多 项 式 序列 在 强 收 
敛 意义 下 的 极限 ,于 是 与 了 可 换 的 任何 算 子 必 与 7 可 换 . 

证 不 妨 设 0<TSI. 若 了 存在 正平 方 根 S, 则 由 了 一 $? 得 

一 23 = 一 人 十 3 一 23， 
即 
2 —S)= -7T)+U— 5). 
令 A 一 1 一 S$,B 一 1 一 ,得 
A=5(B+A). C5.17) 


因此 问题 归结 为 证 明 存 在 满足 (5.17) 的 算 子 4. 我 们 用 迭代 法 证 
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明 这 一 事实 . 由 (5.17) 按 迭代 法 作出 一 个 一 致 有 界 单调 上 升 正 算 
子 序列 {4,}) ,使 (4,) 强 收敛 于 4. 令 

Ao 一 0,4， 一 5B 十 43)，… 4 一 30B 十 4) 

(5. 18) 

首先 用 归纳 法 证 明 {4,} 是 单调 上 升 的 正 算 子 列 . 显然 4 4， 
以 及 4 一 4 都 是 正 算 子 已 的 多 项 式 , 且 系数 是 非 负 实数 ,因此 都 
是 正 算 子 . 今 设 4,-1,4, 以 及 4, 一 4 ,也 都 是 巨 的 具有 非 负 系 
数 的 多 项 式 . 显然 4, 与 4_ ,可 换 , 则 

4 一 如 一 斑 ( 和 一 外 四 一 王 (4 十 4 DC 一 4 


根据 归纳 法 假设 ,(4, 十 4,-1) (4, 一 4,-_1) 是 B 的 具有 非 负 系数 的 
多 项 式 ,从 而 4+1 一 4, 以 及 4+1 都 是 B 的 具有 非 负 系数 的 多 项 
式 , 故 均 为 正 算 子 , (4,} 是 单调 上 升 的 正 算 子 序列 . 
其 次 再 用 归纳 法 证 明 | 4 | <<1 对 一 0,1,2,…: 成 立 .显然 
有 ‖ 4 ‖ 入 1, | 4 j 入 1, 现 设 ‖ 4.‖ 入 1 时 
[al S31BI 十 IAN) SL 


算 子 4, 使 1{4,) 强 收敛 于 4,0 达 4A 志 7, 从 而 容易 证 明 {42) 强 收 化 
于 4 在 等 式 
Anz=5(B+Adr (EH) 


中 令 n 一 co ,得 
Ax 一 FB +AYyzr (EH), 


即 A= 地 (B 二 47). 令 S 二 1 一 4, 则 5S 就 是 T 的 一 个 正平 方 根 . 
由 于 每 个 4, 是 B= 二 I 一 7 的 多 项 式 , 因 此 4, 也 是 了 的 多 项 
式 , 故 5S==1 一 4A 是 了 的 多 项 式 序列 的 极限 . 
最 后 证 明正 平方 根 的 了 唯一 性 . 设 S' 也 是 了 的 正平 方 根 , 则 
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S 一 7 了. 因为 9 T 一 9 一 TS' , 故 SS' 一 SS. 由 于 S,S' 均 为 正 算 
子 , 令 C,C' 分 别 是 5S,S' 的 正平 方 根 . 任 取 zxEH, 令 y= (5 一 S') 
Z， 则 
| cy 上 十 |Cy| ?= (Cy,Cy) + (C'y,C'y) 
= (Sy,y) 十 《9 yy) 
= ((S 十 9 )yyy) 
一 ((9 十 SI)(S 一 SO)Zyy) 
= ((S?— S$?)zr,y) = 0. 
故 Cy 二 C'y 二 0, 于 是 
Ty ?= (Cy,y) = (CS — S')z,y) = (Cr,y) — (Cr,y) 
= (Cr,Cy) 一 (C'r,C'y) = 0. 
即 对 一 切 XE 瑟 ,Sz 二 S$S'z ,唯一 性 得 证 . 
推论 1 设 工 为 正 算 子 ,zo€E 瑟 ; 若 (Txoyzo) 二 0,; 则 Tzxo= 二 0. 
证 因为 
0 = (Tx,xo) 一 (TT 0, 70) = | Tz, |||?, 
即 Ti2zo 二 0, 故 Tzxo 二 TY2(TY?)zxo 二 0. 
推论 2 设 7T1,7; 目 伴 ,Tl 宇 7T;, 正 算 子 TT 与 Ti1,7T; 均 可 换 ， 
则 TT, 衬 TT;. 
证 ”对 任 一 XxEH， 
CTTz, rz)= TT x, Tx) 
> (T,T' zr, Tx) 
=~ (TT,Zz,7X), 
故 TT 宕 TT,. ， 
利用 Hilbert 空间 中 的 直 交 分 解 定 理 ,可 以 很 自然 地 引进 为 
一 类 重要 算 子 一 一 直 交 投影 算 子 . 
定义 5.4 设 克 为 Hilbert 空间 ,M 为 互 的 财 子 空间 ,由 直 
交 分 解 定理 ,对 任 一 x€E 五 ,可 了 唯一 分 解 为 
工 一 Ti 十 To， 
其 中 x, EM,xzEM-*. 令 Pzx==xi, 则 P 了 为 晶 M 上 的 有 界线 性 
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算 子 , 称 书 为 M 上 的 直 交 投影 算 子 ,简称 为 投影 算 子 . 
由 定义 5.4 直接 可 得 下 列 性 质 成 立 ; 
]。 xEM 当量 仅 当 Pz 一 zzEMTL 当月 仅 当 Px 二 0， 
2” 若 MM 关 {0), 则 P==1， 


事实 上 , | Pz := zz 1 十 上 zz 有 == 上 xz?, 故 
上书 委 1 男 一 方面 , 任 取 x€EM,zx 关 0, 由 Px 二 =z, 得 Pl，… 
Izj 宇 eB Pzl= | zl ,HP 大 1,; 所 以 Pl=1. 


3” I 一 P 为 M- 的 投影 算 子 . 

定理 5.9 Hilbert 空间 且 中 的 线性 算 子 P 为 投影 算 子 的 充 

(1) 已 是 自 伴 的 ， 

(2) 已: 一 已 ( 客 等 性 ). 

证 ”必要 性 : 任 取 xz,yE€E 五 , 作 直 交 分 解 

T=ZXi 和 zy = Ys, 
其 中 zi,yEM,Zzi,y:E€ M+, 则 
(Pz,y)= (Ziyi ya) = (zisy1) 
一 (Zi 十 Zzyyi) = (TPY). 
即 PP 为 自 伴 算 子 . 又 因为 
Pz = PC(Pz) = Pz = wi = Pz (x € HH). 

故 尸 :一 己 . 

充分 性 ; 设 P? 二 PP*. 令 M= 丈 CPP), 则 

(TC— Pzx,Py) = (Pr — Pzr,y)=0(Y zx,y €H). 
(5. 19) 
当 y 跑 遍 矿 时 ,Py 跑 遍 M,(5.19) 表 明 xz 一 Pzx」M. 另 一 方面 ， 
我 们 容易 证 明 M=V(I 一 P), 故 M 是 五 的 闲 子 空间 . 令 
X1 一 Po 一 过 一 也， 
则 
二 Xl 十 工 ;. 

其 中 xz1.€EM,zz€ M+ ,由 直 交 分 解 唯 一 性 以 及 投影 算 子 的 定义 立 
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即 知己 是 M 上 的 投影 算 子 . 
由 定理 5. 9 投影 算 子 P 是 自 伴 的 和 禹 等 的 , 故 PP 一 定 是 正 算 
子 . 


$5.4 ”等 距 算 子 和 西 算 子 


定义 5.5 设 互 为 Hilbert 空间 ,T 为 五 中 的 线性 算 子 , 知 对 
任 一 xz€E 恕 有 上 Tz 二 x 有, 则 称 代 为 等 距 算 子 ;如 果 了 为 等 
距 算 子 , 且 统 (T)== 右 , 则 称 了 7 了 为 西 算 子 . 

例 4 设 玉 =L,z 二 (6,)EZ, 定 义 

Tz 一 (0，6 6 ，…). 
显然 了 是 等 距 算 子 ,但 统 ( 了 了) 关 L?, 故 了 不 是 西 算 子 . 

例 5 设 {e.:2 一 0, 士 1, 士 2,…} 是 Hilbert 空间 忌 上 的 完备 

标准 直 交 系 , 为 任 一 整数 ,如 上 的 线性 算 子 了 定义 为 


:一 Se, 一 《一 VS wen, 


一 一 ce 一 一 


其 中 zx; 二 (x,ei) ,i 二 0, 土 1; 士 2，… 
显然 ,T 不 仅 是 等 距 算 子 ,而 且 2(T)= 五 , 即 了 是 酉 算 子 . 
例 6 设 克 =:( 一 co, 十 co),aE (一 00, 十 oo0), 作 右上 的 平 
移 算 子 
fH > f(a),f EH. 
易 知 二 是 互 上 的 等 距 算 子 ,而 且 农 (r) 王 五 . 即 是 西 算 子 . 
定理 5.10 设 豆 为 Hilbert 空间 , 则 了 为 五 上 的 等 距 算 子 
的 充 要 条 件 是 对 一 急 X,YyE€, 有 
(Tx,1y) = (zr,Yy). 
证 充分 性 显然 ,只 须 证 明 必 要 性 . 设 了 等 距 , 任 取 zyE 
五 ,因为 
4Re(C7Z 7 y) 


ITC+ | TC y) | 
|z 十 ?一 外 zz 一 > 人 
= 4RKe(x,y). 


| 
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另 一 方面 ,车 取 iy 代替 上 式 中 的 y, 便 得 
4Im (Tx,TYy) = 4Im(Czyy)， 
故 
(Tzx,Ty) = (zy) (Vz,y € H). . 
定理 5.11 设 玉 为 Hilbert 空间 ,TE 多 (如 ), 则 T 是 西 算 子 
的 充 要 条 件 是 T*T=TT"* = 了 . 
证 ”必要 性 ; 设 人 是 酉 算 子 , 则 T-:E 下 ( 克 ) ,因为 对 所 有 的 
X,YyE 肪 ,有 
CT’*Tz,y) = (Tz,Ty) = (zr,y). 
故 T*T==1,T* = 二 TT ,从 而 
T*T = TT* =I. 
充分 性 ; 设 TT==TT*==7, 则 纺 (T)= 瑟 , 且 对 任 一 zxEH， 
I Tz|?= (Tx,Tz) = (xz,T*Tz) = | zl 
故 了 是 酉 算 子 . 
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